Инструкция

Уважаемые студенты, внимательно изучите текст лекций и разберите примеры. 

Тема 1.3. Положительная скалярная величина. Стандартные единицы величин. Процесс ее измерения.

Натуральные числа возникли в глубокой древности из потребности вести счёт реальных объектов или явлений. Однако эти реальные объекты или явления обладают особыми свойствами, которые не поддаются счёту. Их назвали величинами. Например, свойства предметов иметь протяжённость (нить, лента, провод, беговая дорожка) называется длиной. Когда же речь заходит о величине комнаты, спортивной площадки, огорода и т.п., то возникает понятие площади. Если мы говорим о силе, с которой тела притягиваются землей, то приходим к понятию массы тела. О величине бассейна, цистерны с нефтью, бочки с водой и т.п. мы можем судить с помощью объёма тела. 
Таким образом, длина, площадь, масса, объем – это величины. 
Задание. Приведите примеры других величин, с которыми Вы сталкиваетесь в повседневной жизни. 
Разные величины характеризуют и разные особые свойства реальных объектов или явлений – их называют разнородными величинами. Если величины выражают одно и то же свойство реальных объектов или явления, то их называют величинами одного и того же рода или однородными величинами. Например, длина стола, рост человека, длина куска проволоки – это однородные величины. Масса человека, масса автомобиля, масса Земли – это тоже однородные величины. А вот рост человека и масса этого же человека – это разнородные величины. Из последнего примера очевидно, что один и тот же реальный объект или явление могут характеризоваться несколькими величинами. 
Величины, как свойства реальных объектов, обладают еще одной особенностью: их можно оценивать количественно.
 Сравнивая однородные величины непосредственно, мы можем установить их равенство или неравенство. Например, мы может установить, какой человек выше (или ниже) или рост их одинаков визуально. Так же мы можем установить, какой из шаров тяжелее (или легче) или же массы их примерно одинаковы, положив их на руки. 
Чтобы получить более точный результат сравнения (например, на сколько рост одного человека больше роста другого или масса одного шара меньше массы второго шара), необходимо величины измерить. 
Чтобы осуществить измерение данного рода величин, выбирают величину, которую называют единицей измерения и обозначают буквой Е. Если задана величина А и выбрана единица измерения величины Е, то измерить величину А – это значит найти такое положительное действительное число х, что А = х ∙ Е. 
Это положительной действительное число х называют численным значением величины А при единице измерения Е. Если А = х ∙ Е, то число х показывает, во сколько раз величина А больше (или меньше) величины Е, принятой за единицу измерения величины А. Если А = х ∙ Е, то число х называют мерой величины А при единице измерения Е и пишут: х = mЕ (А). В связи с этим вспомните известный мультфильм о слоненке, попугае и удаве. И эпизод, когда друзья поставили перед собой задачу измерить длину удава. 
В практической деятельности при измерении величин люди пользуются стандартными единицами величин: так, например, длину измеряют в километрах, в метрах, в сантиметрах и т.д., а время – в часах, в минутах, в сутках и т.д.
 Результаты измерения принято записывать в таком виде: 7,5 м, 13 часов, 3,8 кг и т.д. 
Исходя из определения понятия измерения величины, эти записи можно рассматривать как произведение числа на единицу измерения.
 Так, например, 7,5 м = 7,5 ∙ 1 м, 13 часов = 13 ∙ 1 час, 3,8 кг = 3,8 ∙ 1 кг и т.д.
 Используя это, а также определения умножением величины на число, можно легко обосновать процесс перехода от одной единицы величины к другой. 
Процесс решения таких задач выглядит так:
 а) 5/12часа = 5/12 ∙ 1 час = 5/12 ∙ 60 мин = 5/12 ∙ 60∙1 мин = 25∙1 мин = 25 мин; 
б) 7/25кг = 7/25 ∙ 1 кг = 7/25 ∙ 1000 г = 7/24∙1000∙ 1 г = 280 ∙ 1 г = 280 г. 

Величины, которые определяются одним численным значением, называются скалярными величинами. 
Если при выбранной единице измерения скалярная величина принимает только положительные значения, то ее называют положительной скалярной величиной. 
Так, например, положительными скалярными величинами являются длина, масса, площадь, время, объем, стоимость и количество товара и др. 
 Измерение величин позволяет переходить от сравнения величин к сравнению числе, от действий над величинами к соответствующим действиям над числами (и наоборот).
 1. Если величины А и В измерены при помощи единицы измерения Е, то отношение между величинами А и В будут такими же, как и отношения между их численными значениями, и наоборот: А = В mЕ (А) = mЕ (В); А < В mЕ (А) В mЕ (А) >mЕ (В).
 2. Если величины А и В измерены при помощи одной и той же единицы измерения Е, то для нахождения численного значения суммы величин (А и В) достаточно сложить численные значения величин А и В: А + В = СmЕ (А + В) = mЕ (А) + mЕ (В).
 3. Если величины А и В таковы, что В = х ∙ А, где х – положительное действительное число и величина А измерена при помощи единицы измерения Е, то чтобы найти численное значение величины В при единице измерения Е, достаточно число х умножить на численное значение величины А при единице измерения Е, т.е. В = х ∙ АmЕ (В) = х ∙ mЕ (А). 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ВЕЛИЧИНЫ

Геометрические величины — это свойства геометрических фигур, характеризующих их форму и размеры. К ним относятся: длина, площадь, объем и величина угла. Это скалярные величины, так как они определяются своими численными значениями.
В геометрии прежде всего изучают то число, которое получается в результате измерения величины, т.е. меру величины при выбранной единице величины. Поэтому часто это число называют длиной, площадью, объемом. Относительно этого числа решают различные теоретические задачи, в частности, каким требованиям оно должно удовлетворять как мера величины, существует ли оно, каким образом его можно определить. Вообще правила измерения геометрических величин и их обоснование - важнейшая задача геометрии.
Вопросы, связанные с измерением геометрических величин, достаточно трудны, поэтому рассмотрим их в небольшом объеме, особо выделив те, которые непосредственно связаны с изучением величин в начальной школе.

1. Длина отрезка и ее измерение
Понятие длины отрезка и ее измерения были уже использованы неоднократно, в частности, когда рассматривали натуральное число как меру величины. В этом пункте мы только обобщим представления о длине отрезка как геометрической величине.
В геометрии длина — это величина, характеризующая протяженность отрезка, а также других линий (ломаной, кривой). В нашем курсе будет рассмотрено только понятие длины отрезка. При его определении будем использовать введенное в теме 18 понятие «отрезок состоит из отрезков».
Определение. Длиной отрезка называется положительная величина, обладающая следующими свойствами: 1) равные отрезки имеют равные длины; 2) если отрезок состоит из двух отрезков, то его длина равна сумме длин его частей.
Эти свойства длины отрезка используются при ее измерении. Чтобы измерить длину отрезка, нужно иметь единицу длины. В геометрии такой единицей является длина произвольного отрезка.
Как показано в теме 18, результатом измерения длины отрезка является положительное действительное число - его называют численным значением длины отрезка при выбранной единице длины или мерой длины данного отрезка. Если обозначить длину отрезка буквой X, единицу длины - Е, а получаемое при измерении действительное число - буквой а, то можно записать: а=mЕ (Х) или Х = а∙Е.
Получаемое при измерении длины отрезка положительное действительное число должно удовлетворять ряду требований:
1. Если два отрезка равны, то численные значения их длин тоже равны.
2. Если отрезок х состоит из отрезков х1 и х2, то численное значение его длины равно сумме численных значений длин отрезков х1 и х2.
3. При замене единицы длины численное значение длины данного отрезка увеличивается (уменьшается) во столько раз, во сколько новая единица меньше (больше) старой.
4. Численное значение длины единичного отрезка равно единице.
Доказано, что положительное действительное число, являющееся мерой длины заданного отрезка, всегда существует и единственно. Доказано также, что для каждого положительного действительного числа существует отрезок, длина которого выражается этим числом.
Заметим, что часто, ради краткости речи, численное значение длины отрезка называют просто длиной. Например, в задании «Найдите длину данного отрезка» под словом «длина» подразумевается численное значение длины отрезка. Не менее часто допускают и другую вольность - говорят: «Измерь отрезок» вместо «Измерь длину отрезка».
Задача. Построить отрезок, длина которого 3,2Е. Каким будет численное значение длины этого отрезка, если единицу длины Е увеличить в 3 раза ?
Решение. Построим произвольный отрезок и будем считать его единичным. Затем построим прямую, отметим на ней точку А и отложим от нее 3 отрезка, длины которых равны Е. Получим отрезок АВ, длина которого 3Е (рис. 1). 
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Чтобы получить отрезок длиной 3,2Е, надо ввести новую единицу длины. Для этого единичный отрезок надо разбить либо на 10 равных частей, либо на 5, поскольку 0,2 = . Если от точки В отложить отрезок, равный  единичного, то длина отрезка АС будет равна 3,2Е. 
Чтобы выполнить второе требование задачи, воспользуемся свойством 3, согласно которому при увеличении единицы длины в 3 раза численное значение длины данного отрезка уменьшается в 3 раза. Разделим 3,2 на 3, получим:




3,2: 3 == 3: 3 =  = 1. Таким образом, при единице длины 3Е численное значение длины построенного отрезка АС будет равно 1.

2. Величина угла и ее измерение
Каждый угол имеет величину. Специального названия для нее в геометрии нет.
Определение. Величиной угла называется положительная величина, определенная для каждого угла так, что: 1) равные углы имеют равные величины; 2) если угол состоит из двух углов, то его величина равна сумме величин его частей.
Эти свойства лежат в основе измерения величины угла. Оно аналогично измерению длины отрезка и состоит в сравнении измеряемой величины угла с величиной угла, принятой за единицу. Единичный угол, а если нужно и его доли, откладываются на угле, величина которого измеряется. В результате получается численное значение величины угла или мера величины угла при данной единице измерения.
Число, которое получается в результате измерения величины угла, должно удовлетворять ряду требований - они аналогичны требованиям, предъявляемым к числовому значению длины отрезка.

На практике за единицу величины угла принимают градус - часть прямого угла. Один градус записывают так: 1°. Величина прямого угла равна 90°, величина развернутого - 180°.
Градус делится на 60 минут, а минута на 60 секунд. Одну минуту обозначают 1', одну секунду – 1''. Так, если мера величины угла равна 5 градусам 3 минутам и 12 секундам, то пишут 5°3'12". Если нужна большая точность в измерении величин углов, используют и доли секунды. Заметим, что часто вместо «величина угла» говорят «угол». Например, вместо «величина угла равна 45 градусам» говорят, что «угол равен 45 градусам».
На практике величины углов измеряют с помощью транспортира. Для более точных измерений пользуются и другими приборами.

3. Понятие площади фигуры и ее измерение
Каждый человек представляет, что такое площадь комнаты, площадь участка земли, площадь поверхности, которую надо покрасить. Он также понимает, что если земельные участки одинаковы, то площади их равны; что площадь квартиры складывается из площади комнат и площади других ее помещений.
Это обыденное представление о площади используется при ее определении в геометрии, где говорят о площади фигуры. Но геометрические фигуры устроены по-разному, и поэтому, когда говорят о площади, выделяют определенный класс фигур. Например, рассматривают площадь многоугольника, площадь произвольной плоской фигуры, площадь поверхности многогранника и др. В нашем курсе речь будет идти только о площади многоугольника и произвольной плоской фигуры.
Так же, как и при рассмотрении длины отрезка и величины угла, будем использовать понятие «состоять из», определяя его следующим образом: фигура F состоит (составлена) из фигур F1 и F2, если она является их объединением и у них нет общих внутренних точек.
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В этой же ситуации можно говорить, что фигура F разбита на фигуры F1 и F2. Например, о фигуре F, изображенной на рисунке 2, а, можно сказать, что она состоит из фигур F1 и F2, поскольку они не имеют общих внутренних точек. Фигуры F1 и F2 на рисунке 2, b имеют общие внутренние точки, поэтому нельзя утверждать, что фигура F состоит из фигур F1 и F2. Если фигура F состоит из фигур F1 и F2, то пишут: F=F1  F2.
Определение. Площадью фигуры называется положительная величина, определенная для каждой фигуры так, что: 1) равные фигуры имеют равные площади; 2) если фигура состоит из двух частей, то ее площадь равна сумме площадей этих частей.
Чтобы измерить площадь фигуры, нужно иметь единицу площади. Как правило, такой единицей является площадь квадрата со стороной, равной единичному отрезку. Условимся площадь единичного квадрата обозначать буквой Е, а число, которое получается в результате измерения площади фигуры – S(F). Это число называют численным значением площади фигуры F при выбранной единице площади Е. Оно должно удовлетворять условиям:
1. Число S(F) - положительное.
2. Если фигуры равны, то равны численные значения их площадей.
3. Если фигура F состоит из фигур F1 и F2, то численное значение площади фигуры равно сумме численных значений площадей фигур F1 и F2.
4. При замене единицы площади численное значение площади данной фигуры F увеличивается (уменьшается) во столько же раз, во сколько новая единица меньше (больше) старой.
5. Численное значение площади единичного квадрата принимается равным 1, т.е. S(F)  = 1.
6. Если фигура F1 является частью фигуры F2, то численное значение площади фигуры F1 не больше численного значения площади фигуры F2, т.е. F1  F2   S (F1) ≤ S (F2) .
В геометрии доказано, что для многоугольников и произвольных плоских фигур такое число всегда существует и единственно для каждой фигуры.
Фигуры, у которых площади равны, называются равновеликими.

4. Площадь многоугольника
Формулы для вычисления площади прямоугольника, треугольника, параллелограмма были выведены давно. В геометрии их обосновывают, исходя из определения площади, при этом численное значение площади называют площадью, а численное значение длины отрезка - длиной.
Теорема. Площадь прямоугольника равна произведению длин соседних его сторон.
Напомним, что слово «площадь» в этой формулировке означает численное значение площади, а слово «длина» - численное значение длины отрезка.
Доказательство. Если F - данный прямоугольник, а числа a, b - длины его сторон, то S(F) = a ∙ b. Докажем это.
Пусть а и b - натуральные числа. Тогда прямоугольник F можно разбить на единичные квадраты (рис. 3): F = Е  Е  Е  ...  Е. Всего их а∙b, так как имеем b рядов, в каждом из которых а квадратов. Отсюда S(F)=S(E)S(E)…S(E)=a∙b∙S(E) = a∙b


Пусть теперь a и b  - положительные рациональные числа: а =, b = , где m, n, p, q -  натуральные числа.b
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Приведем данные дроби к общему знаменателю: а =, b =. Разобьем сторону единичного квадрата Е на nq  равных частей. Если через точки деления провести прямые, параллельные сторонам, то квадрат Е разделится на (пq)2 более мелких квадратов. Обозначим площадь каждого такого квадрата Е1. Тогда S(Е)=(пq)2∙S(E1), а поскольку S(Е)=1, то S(E1)=



Так как а= , b= , то отрезок длиной  укладывается на стороне a точно mq раз, а на стороне b - точно пр раз. Поэтому данный прямоугольник F будет состоять из mq ∙ np квадратов Е1. Следовательно,



S(F)=mq∙np∙S(E1)=mq∙np∙===a∙b
Таким образом доказано, что если длины сторон прямоугольника выражены положительными рациональными числами а и b, то площадь этого прямоугольника вычисляется по формуле S(Р)=а∙b.
Случай, когда длины сторон прямоугольника выражаются положительными действительными числами, мы опускаем.
Из этой теоремы вытекает следствие: площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения его катетов.
Теорема. Площадь параллелограмма равна произведению его стороны на высоту, проведенную к этой стороне.
Доказательство. Пусть АВСD - параллелограмм, не являющийся прямоугольником (рис. 4). Опустим перпендикуляр СЕ из вершины С на прямую АD. Тогда S(АВСЕ) =S(АВСD) + S(СDЕ).  F3
F2
  F1
D          E
  A            F
B
C
Рис. 4

Опустим перпендикуляр ВF из вершины В на прямую АD. Тогда S(АВСЕ) = S(ВСЕF) + S(АВF).
Так как треугольники АВF и СDЕ равны, то равны и их площади.
Отсюда следует, что S(АВСD) = S(ВСЕF), т.е. площадь параллелограмма АВСD равна площади прямоугольника ВСЕF и равна ВС∙ВF, а так как ВС = АD, то S(АВСD) = АD∙ВF.
Из этой теоремы вытекает следствие: площадь треугольника равна половине произведения его стороны на проведенную к ней высоту.
Заметим, что слова «сторона» и «высота» в данных утверждениях обозначают численные значения длин соответствующих отрезков.
Теорема. Площадь правильного многоугольника равна половине произведения его периметра на радиус вписанной окружности.

Если периметр правильного многоугольника обозначить буквой Р, радиус вписанной окружности - r, а площадь правильного многоугольника - S, то, согласно данной теореме, S=Р∙r.
Доказательство. Разобьем правильный n-угольник на п треугольников, соединяя отрезками вершины n-угольника с центром вписанной окружности (рис.5). ЭтиРис. 5




 треугольники равны. Площадь каждого из них равна ∙r, где аn - сторона правильного n-угольника. Тогда площадь многоугольника равна ∙r∙n, но an∙n=Р. Следовательно, S=
Если F - произвольный многоугольник, то его площадь находят, разбивая многоугольник на треугольники (или другие фигуры, для которых известны правила вычисления площади). В связи с этим возникает вопрос: если один и тот же многоугольник по-разному разбить на части и найти их площади, то будут ли полученные суммы площадей частей многоугольника одинаковыми? Доказано, что условиями, сформулированными в определении площади, площадь всякого многоугольника определена однозначно.
Кроме равенства и равновеликости фигур в геометрии рассматривают отношение равносоставленности. С ним связаны важные свойства фигур.
Многоугольники F1 и F2 называются равносоставленными, если их можно разбить на соответственно равные части.
Например, равносоставлены параллелограмм АВСD и прямоугольник FВСЕ (рис. 4), так как параллелограмм состоит из фигур F1 и F2, а прямоугольник - из фигур F2 и F3, причем F1 = F3.
Нетрудно убедиться в том, что равносоставленные фигуры равновелики.
Венгерским математиком Ф.Бойяи и немецким любителем математики П.Гервином была доказана теорема: любые два равновеликих многоугольника равносоставлены. Другими словами, если два многоугольника имеют равные площади, то их всегда можно представить состоящими из попарно равных частей.
Теорема Бойяи-Гервина служит теоретической базой для решения задач на перекраивание фигур: одну разрезать на части и сложить из нее другую. Оказывается, что если данные фигуры многоугольные и имеют одинаковые площади, то задача непременно разрешима.
Доказательство теоремы Бойяи-Гервина достаточно сложное. Мы докажем только утверждение о том, что всякий треугольник равносоставлен с некоторым прямоугольником, т.е. всякий треугольник можно перекроить в равновеликий ему прямоугольник.P      K          T              L    M
D
C
A
В
Рис. 6

Пусть дан треугольник АВС (рис. 6). Проведем в нем высоту BD и среднюю линию KL. Построим прямоугольник, одной стороной которого является АС, a другая лежит на прямой KL. Так как пары треугольников АРК и КВТ, а также СLМ и ТВL равны, то треугольник АВС и прямоугольник АРМС равносоставлены.

5. Площадь произвольной плоской фигуры и ее измерениеQ
P
F
Рис. 7

Мы выяснили, что вычисление площади многоугольника сводится, по существу, к вычислению площадей треугольников, на которые можно разбить этот многоугольник. А как находить площадь произвольной плоской фигуры? И что представляет собой число, выражающее эту площадь?


Пусть F - произвольная плоская фигура. В геометрии считают, что она имеет площадь S(F), если выполняются следующие условия; существуют многоугольные фигуры, которые содержат F (назовем их объемлющими); существуют многоугольные фигуры, которые содержатся в F (назовем их входящими); площади этих многоугольных фигур как угодно мало отличаются от S(F). Поясним эти положения. На рисунке 7 показано, что фигура Q содержит фигуру Р, т.е. Q, - объемлющая фигура, а фигура Р содержится в F, т.е. Р - входящая фигура. На теоретико-множественном языке это означает, что  и, следовательно, можно записать, что .

Если разность площадей объемлющей и входящей фигур может стать как угодно малой, то, как установлено в математике, существует единственное число S(F), удовлетворяющее неравенству  для любых многоугольных фигур P и Q. Данное число и считают площадью фигуры F.

Этими теоретическими положениями пользуются, например, когда выводят формулу площади круга. Для этого в круг F радиуса r вписывают правильный n-угольник Р, а около окружности описывают правильный n-угольник Q. Если обозначить символами S(Q) и S(P) площади этих многоугольников, то будем иметь, что , причем при возрастании числа сторон вписанных и описанных многоугольников площади S(Р) будут увеличиваться, оставаясь при этом меньше площади круга, а площади S(Q) будут уменьшаться, но оставаться больше площади круга.



Площадь правильного n-угольника равна половине произведения его периметра на радиус вписанной в него окружности. При возрастании числа его сторон периметр стремится к длине окружности , а площадь - к площади круга. Поэтому Sкр = = r 2.
Для приближенного измерения площадей плоских фигур можно использовать различные приборы, в частности, палетку.
Палетка — это прозрачная пластина, на которой нанесена сеть квадратов. Сторона квадрата принимается за 1, и чем меньше эта сторона, тем точнее можно измерить площадь фигуры.
Накладываем палетку на данную фигуру F. Квадраты, которые целиком лежат внутри фигуры F, образуют многоугольную фигуру Р; квадраты, имеющие с фигурой F общие точки и целиком лежащие внутри фигуры F, образуют многоугольную фигуру Q (рис. 8). Площади S(Р) и S(Q) находят простым подсчетом квадратов. За приближенное значение площади фигуры F принимается среднее арифметическое найденных площадей:Рис. 8
Р
F
Q


S(F) =.
В начальном курсе математики учащиеся измеряют площади фигур с помощью палетки таким образом: подсчитывают число квадратов, которые лежат внутри фигуры F, и число квадратов, через которые проходит контур фигуры; затем второе число делят пополам и прибавляют к первому. Полученную сумму считают площадью фигуры F.
Нетрудно обосновать эти действия. Пусть m - число квадратов, которые поместились внутри фигуры F, а n - число квадратов, через которые проходит контур фигуры F. Тогда S(Р) = m, а S(Q) = m + n.



И значит, S(F) ===
Палетка позволяет измерить площадь фигуры F с определенной точностью. Чтобы получить более точный результат, нужно взять палетку с более мелкими квадратами. Но можно поступить иначе: наложить одну и ту же палетку на фигуру по-разному и найти несколько приближенных значений площади фигуры F. Их среднее арифметическое может быть лучшим приближением к численному значению площади фигуры F.

Тема 1.5. Системы счисления

Понятие «система счисления»
Подумайте, сколькими разными способами можно записать число «десять». Один способ уже представлен в предыдущем предложении.  Можно назвать еще достаточно много способов написания этого числа: 10, X, ten и т.д.  Очевидно, что от написания названия числа его значение – «вес» – не изменяется.  Следовательно, под числом понимается его величина, а не его символьная запись. Понятие числа – фундаментальное понятие как математики, так и информатики.  Символы, при помощи которых записывается число, называются цифрами. 
Под системой счисления принято называть совокупность приемов обозначения (записи) чисел. Различают позиционные и непозиционные системы счисления.  
Непозиционная система счисления – система счисления, в которой для обозначения чисел вводятся специальные знаки, количественное значение которых («вес» символа) всегда одинаково и не зависит от их места в записи числа. Самым известным примером непозиционной системы счисления является римская система счисления.  В римской системе счисления для записи числа в качестве цифр используются буквы латинского алфавита. 
I – 1  V – 5  X – 10  L – 50  C – 100  D – 500  M – 1000 
Для записи чисел в римской системе используются два правила:  
1) каждый меньший знак, поставленный слева от большего, вычитается из него; 
2) каждый меньший знак, поставленный справа от большего, прибавляется к нему. 
III = 1+1+1=3  IV = -1+5 = 4  VI = 5+1 =6 
XL = –10+50 = 40  LX = 50+10 = 60  XC = –10+100 = 90 
CIX =100–1+10 = 109  MCMXCVIII = 1000–100+1000-10+100+5+1+1+1=1998 
Представление о системах счисления.
Система счисления (далее СС) - совокупность приемов и правил для записи чисел цифровыми знаками.
Наиболее известна десятичная СС, в которой для записи чисел используются цифры 0,1,:,9. Способов записи чисел цифровыми знаками существует бесчисленное множество. Любая предназначенная для практического применения СС должна обеспечивать:
· возможность представления любого числа в рассматриваемом диапазоне величин;
· единственность представления (каждой комбинации символов должна соответствовать одна и только одна величина);
· простоту оперирования числами;
В зависимости от способов изображения чисел цифрами, системы счисления делятся на непозиционные и позиционные. Непозиционной системой называется такая, в которой количественное значение каждой цифры не зависит от занимаемой ей позиции в изображении числа (римская система счисления). Позиционной системой счисления называется такая, в которой количественное значение каждой цифры зависит от её позиции в числе (арабская система счисления). Количество знаков или символов, используемых для изображения числа, называется основанием системы счисления.
Позиционные системы счисления имеют ряд преимуществ перед непозиционными: удобство выполнения арифметических и логических операций, а также представление больших чисел, поэтому в цифровой технике применяются позиционные системы счисления. Запись чисел может быть представлена в виде
, 
где A(D) - запись числа A в СС D;
Di - символ системы, образующие базу.
По этому принципу построены непозиционные СС.
В общем же случае системы счисления: A(B)=a1B1+a2B2 +...+anBn. Если положить, что Bi=q*Bi-1, а B1=1, то получим позиционную СС. При q=10 мы имеем дело с привычной нам десятичной СС. На практике также используют другие СС:
	q
	Название
	Цифры

	2
	двоичная
	0,1

	3
	троичная
	0,1,2

	8
	восьмеричная
	0,...,7

	16
	шестнадцатиричная
	0,...,9,A, ...,F



Каждая СС имеет свои правила арифметики (таблица умножения, сложения). Поэтому, производя какие-либо операции над числами, надо помнить о СС, в которой они представлены. Если основание системы q превышает 10, то цифры, начиная с 10, при записи обозначают прописными буквами латинского: A,B,...,Z. При этом цифре 10 соответствуею знак 'A', цифре 11 - знак 'B' и т.д. В таблице ниже приводятся десятичные числа от 0 до 15 и их эквивалент в различных СС:

В позиционной СС число можно представить через его цифры с помощью следующего многочлена относительно q:
A=a1*q0+a2*q1+...+an*qn (1)
Выражение (1) формулирует правило для вычисления числа по его цифрам в q-ичной СС. Для уменьшения количества вычислений пользуются т.н. схемой Горнера. Она получается поочередным выносом q за скобки:
[bookmark: Преобразование_чисел][image: ]A=(...((an*q+an-1)*q+an-2)*q+...)*q+a1
результат вычисления многочлена будет всегда получен в той системе счисления, в которой будут представлены цифры и основание и по правилам которой будут выполнены операции.


Преобразование чисел из одной системы счисления в другую.

[bookmark: Перевод_целых_чисел]Правила перевода целых чисел

Результатом является целое число.
1. Из десятичной системы счисления - в двоичную и шестнадцатеричную: 
a. исходное целое число делится на основание системы счисления, в которую переводится (2 или 16); получается частное и остаток;
b. если полученное частное не делится на основание системы счисления так, чтобы образовалась целая часть, отличная от нуля, процесс умножения прекращается, переходят к шагу в). Иначе над частным выполняют действия, описанные в шаге а);
c. все полученные остатки и последнее частное преобразуются в соответствии с таблицей в цифры той системы счисления, в которую выполняется перевод;
d. формируется результирующее число: его старший разряд - полученное последнее частное, каждый последующий младший разряд образуется из полученных остатков от деления, начиная с последнего и кончая первым. Таким образом, младший разряд полученного числа - первый остаток от деления, а старший - последнее частное
Пример 3.1. Выполнить перевод числа 19 в двоичную систему счисления:


Пример 3.2. Выполнить перевод числа 19 в шестнадцатеричную систему счисления: 


Пример 3.3. Выполнить перевод числа 123 в шестнадцатеричную систему счисления:



2. Из двоичной и шестнадцатеричной систем счисления - в десятичную. В этом случае рассчитывается полное значение числа по формуле.

Пример 3.4. Выполнить перевод числа 1316 в десятичную систему счисления. Имеем:
1316 = 1*161 + 3*160 = 16 + 3 = 19.
Таким образом, 1316 = 19.

Пример 3.5. Выполнить перевод числа 100112 в десятичную систему счисления. Имеем:
100112 = 1*24 + 0*23 + 0*22 + 1*21 + 1*20 = 16+0+0+2+1 = 19.
Таким образом, 100112 = 19.

3. Из двоичной системы счисления в шестнадцатеричную: 
a. исходное число разбивается на тетрады (т.е. 4 цифры), начиная с младших разрядов. Если количество цифр исходного двоичного числа не кратно 4, оно дополняется слева незначащими нулями до достижения кратности 4;
b. каждая тетрада заменятся соответствующей шестнадцатеричной цифрой в соответствии с таблицей
Пример 3.6. Выполнить перевод числа 100112 в шестнадцатеричную систему счисления. Поскольку в исходном двоичном числе количество цифр не кратно 4, дополняем его слева незначащими нулями до достижения кратности 4 числа цифр. Имеем:


В соответствии с таблицей 00112 = 112 = 316 и 00012 = 12 = 116. 
Тогда 100112 = 1316.

4. Из шестнадцатеричной системы счисления в двоичную: 
a. каждая цифра исходного числа заменяется тетрадой двоичных цифр в соответствии с таблицей. Если в таблице двоичное число имеет менее 4 цифр, оно дополняется слева незначащими нулями до тетрады;
b. незначащие нули в результирующем числе отбрасываются.
[bookmark: Перевод_дробей]
Пример 3.7. Выполнить перевод числа 1316 в двоичную систему счисления.  По таблице имеем: 116 = 12 и после дополнения незначащими нулями 12 = 00012; 316 = 112 и после дополнения незначащими нулями 112 = 00112. Тогда 1316 = 000100112. После удаления незначащих нулей имеем 1316 = 100112.

Правила перевода правильных дробей
Результатом является всегда правильная дробь.
1. Из десятичной системы счисления - в двоичную и шестнадцатеричную: 
a. исходная дробь умножается на основание системы счисления, в которую переводится (2 или 16);
b. в полученном произведении целая часть преобразуется в соответствии с таблицей в цифру нужной системы счисления и отбрасывается - она является старшей цифрой получаемой дроби;
c. оставшаяся дробная часть вновь умножается на нужное основание системы счисления с последующей обработкой полученного произведения в соответствии с шагами а) и б).
d. процедура умножения продолжается до тех пор, пока ни будет получен нулевой результат в дробной части произведения или ни будет достигнуто требуемое количество цифр в результате;
e. формируется результат: последовательно отброшенные в шаге б) цифры составляют дробную часть результата, причем в порядке уменьшения старшинства.
Пример 3.8. Выполнить перевод числа 0,847 в двоичную систему счисления. Перевод выполнить до четырех значащих цифр после запятой.
Имеем:


В данном примере процедура перевода прервана на четвертом шаге, поскольку получено требуемое число разрядов результата. Очевидно, это привело к потере ряда цифр.
Таким образом, 0,847 = 0,11012.

Пример 3.9. Выполнить перевод числа 0,847 в шестнадцатеричную систему счисления. Перевод выполнить до трех значащих цифр.


В данном примере также процедура перевода прервана. Таким образом, 0,847 = 0,D8D2.

2. Из двоичной и шестнадцатеричной систем счисления - в десятичную. 
В этом случае рассчитывается полное значение числа по формуле, причем коэффициенты ai принимают десятичное значение в соответствии с таблицей.

Пример 3.10. Выполнить перевод из двоичной системы счисления в десятичную числа 0,11012. Имеем: 0,11012 = 1*2-1 + 1*2-2 + 0*2-3 +1*2-4 = 0,5 + 0,25 + 0 + 0,0625 = 0,8125.
Расхождение полученного результата с исходным для получения двоичной дроби числом вызвано тем, что процедура перевода в двоичную дробь была прервана.
Таким образом, 0,11012 = 0,8125.
Пример 3.11. Выполнить перевод из шестнадцатеричной системы счисления в десятичную числа 0,D8D16. Имеем:
0,D8D16 = 13*16-1 + 8*16-2 + 13*16-3 = 13*0,0625 + 8*0,003906 + 13* 0,000244 = 0,84692.
Расхождение полученного результата с исходным для получения двоичной дроби числом вызвано тем, что процедура перевода в шестнадцатеричную дробь была прервана. Таким образом, 0,D8D16 = 0,84692.

3. Из двоичной системы счисления в шестнадцатеричную: 
a. исходная дробь делится на тетрады, начиная с позиции десятичной точки вправо. Если количество цифр дробной части исходного двоичного числа не кратно 4, оно дополняется справа незначащими нулями до достижения кратности 4;
b. каждая тетрада заменяется шестнадцатеричной цифрой в соответствии с таблицей.
Пример 3.12. Выполнить перевод из двоичной системы счисления в шестнадцатеричную числа 0,11012. Имеем:
0,11012 = 0,11012 В соответствии с таблицей 11012 = D16. Тогда имеем 0,11012 = 0,D16.

Пример 3.13. Выполнить перевод из двоичной системы счисления в шестнадцатеричную числа 0,00101012. Поскольку количество цифр дробной части не кратно 4, добавим справа незначащий ноль: 0,00101012 = 0,001010102. В соответствии с таблицей 00102 = 102 = 216 и 10102 = A16. Тогда имеем 0,00101012 = 0,2A16. 

4. Из шестнадцатеричной системы счисления в двоичную:
a. каждая цифра исходной дроби заменяется тетрадой двоичных цифр в соответствии с таблицей;
b. незначащие нули отбрасываются.

Пример 3.14. Выполнить перевод из шестнадцатеричной системы счисления в двоичную числа 0,2А16.
По таблице имеем 216 = 00102 и А16 = 10102. Тогда 0,2А16 = 0,001010102.
[bookmark: Перевод_дробных_чисел]Отбросим в результате незначащий ноль и получим окончательный результат: 0,2А16 = 0,00101012.
Правило перевода дробных чисел

Отдельно переводится целая часть числа, отдельно - дробная. Результаты складываются.

Пример 3.15. Выполнить перевод из десятичной системы счисления в шестнадцатеричную числа 19,847. Перевод выполнять до трех значащих цифр после запятой. Представим исходное число как сумму целого числа и правильной дроби: 19,847 = 19 + 0,847.
Как следует из примера 3.2, 19 = 1316; а в соответствии с примером 3.9 0,847 = 0,D8D16. Тогда имеем:
19 + 0,847 = 1316 + 0,D8D16 = 13,D8D16.
Таким образом, 19,847 = 13,D8D16. 

Правила выполнения простейших арифметических действий
Правила выполнения основных арифметических операций в любой позиционной системе счисления подчиняются тем же законам, что и в десятичной системе. 
При сложении цифры суммируются по разрядам, и если при этом возникает переполнение разряда, то производится перенос в старший разряд. Переполнение разряда наступает тогда, когда величина числа в нем становится равной или большей основания системы счисления.
При вычитании из меньшей цифры большей в старшем разряде занимается единица, которая при переходе в младший разряд будет равна основанию системы счисления
Если при умножении однозначных чисел возникает переполнение разряда, то в старший разряд переносится число кратное основанию системы счисления. При умножении многозначных чисел в различных позиционных системах применяется алгоритм перемножения чисел в столбик, но при этом результаты умножения и сложения записываются с учетом основания системы счисления. 
Деление в любой позиционной системе производится по тем же правилам, как и деление углом в десятичной системе, то есть сводится к операциям умножения и вычитания.
Рассмотрим на примерах выполнение таких арифметических операций, как сложение, вычитание и умножение для целых чисел.
Правила сложения
	
	0
	1

	0
	0
	1

	1
	1
	10


Таблица сложения двоичных цифр имеет вид (желтым цветом выделены значения суммы):

Пример 1. Сложить двоичные числа 1101 и 11011.
Запишем слагаемые в столбик и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:
	номера разрядов:
	5
	4
	3
	2
	1

	слагаемые:
	
	1
	1
	0
	1

	
	1
	1
	0
	1
	1


       
Процесс образования суммы по разрядам описан ниже:
а) разряд 1: 12 + 12 = 102; 0 остается в разряде 1, 1 переносится в разряд 2;
б) разряд 2: 02 + 12 + 12 = 102, где вторая 12 – единица переноса; 0 остается в разряде 2, 1 переносится в разряд 3;
в) разряд 3: 12 + 02 + 12 = 102, где вторая 12 – единица переноса; 0 остается в разряде 3, 1 переносится в разряд 4;
г) разряд 4: 12 + 12 + 12 = 112, где третья 12 – единица переноса; 1 остается в разряде 4, 1 переносится в разряд 5;
д) разряд 5: 12 + 12 = 102; где вторая 12 – единица переноса; 0 остается в разряде 5, 1 переносится в разряд 6.
Таким образом:  1 1 0 12 +1 1 0 1 12 = 10 1 0 0 02.
Проверим результат. Для этого определим полные значения слагаемых и суммы:
11012 = 1*23 +1*22 + 0*21 + 1*20 = 8 + 4 + 1 = 13;
110112 = 1*24 + 1*23 + 0*22 + 1*21 + 1*20 = 16 + 8 + 2 + 1 = 27;
1010002 = 1*25 + 0*24 + 1*23 + 0*22 + 0*21 + 0*20 = 32 + 8 = 40.
Поскольку 13 + 27 = 40, двоичное сложение выполнено верно.

[bookmark: RichViewCheckpoint0]Таблица сложения некоторых шестнадцатеричных чисел имеет вид (обозначения строк и столбцов соответствуют слагаемым):

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	А
	В
	С
	D
	E
	F
	10

	0
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11

	2
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12

	3
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13

	4
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14

	5
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	6
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	7
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17

	8
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	9
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19

	A
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A

	B
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B

	C
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C

	D
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C
	1D

	E
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C
	1D
	1E

	F
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C
	1D
	1E
	1F

	10
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C
	1D
	1E
	1F
	20


	номера разрядов:
	2
	1

	слагаемые:
	1
	С

	
	7
	В



[bookmark: RichViewCheckpoint1]Пример 2. Сложить шестнадцатеричные числа 1С и 7В.
Запишем слагаемые в столбик и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:
     
Процесс образования результата по разрядам с использованием приведенной таблицы описан ниже :
а) разряд 1: С16 + В16 = 1716; 7 остается в разряде 1; 1 переносится в разряд 2;
б) разряд 2: 116 + 716 + 116 = 916, где вторая 116 – единица переноса.
Таким образом:  1 С16         +  7 В16 =  9 716.        
Проверим результат. Для этого определим полные значения слагаемых и результата:
1С16 = 1*161 + 12*160 = 16 + 12 = 28;
7В16 = 7*161 + 11*160 = 112 + 11 = 123;
9716 = 9*161 + 7*160 = 144 + 7 = 151.
Поскольку 28 + 123 = 151, сложение выполнено верно.
Правила вычитания
При вычитании используются таблицы сложения, приведенные ранее.

Пример 3. Вычесть из двоичного числа 101 двоичное число 11.
Запишем алгебраические слагаемые в столбик в порядке “уменьшаемое – вычитаемое” и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:

	номера разрядов:
	3
	2
	1

	уменьшаемое:
	1
	0
	1

	вычитаемое:
	
	1
	1


       
Процесс образования результата по разрядам описан ниже:
а) разряд 1: 12 – 12 = 02;
б) разряд 2: поскольку 0 < 1 и непосредственное вычитание невозможно, занимаем для уменьшаемого единицу в старшем разряде 3. Тогда разряд 2 результата рассчитывается как 102 – 12 = 12;
в) разряд 3: поскольку единица была занята в предыдущем шаге, в разряде 3 остался 0.

Таким образом:  1 0 12 - 1 12  =   1 02.
Проверим результат. Для этого определим полные значения слагаемых и результата. По таблице имеем:
1012 = 5; 112 = 3; 102 = 2.
Поскольку 5 – 3 = 2, вычитание выполнено верно.

Пример 4. Вычесть из шестнадцатеричного числа 97 шестнадцатеричное число 7В.
	номера разрядов:
	2
	1

	уменьшаемое:
	9
	7

	вычитаемое:
	7
	В


Запишем алгебраические слагаемые в столбик в порядке “уменьшаемое – вычитаемое” и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:
                
Процесс образования результата по разрядам описан ниже:
а) разряд 1: поскольку 716 < В16 и непосредственное вычитание  невозможно, занимаем для уменьшаемого единицу в старшем разряде 2. Тогда 1716 – В16 = С16;
б) разряд 2: поскольку единица была занята в предыдущем шаге, разряд 2 уменьшаемого стал равным 816. Тогда разряд 2 результата рассчитывается как 816 – 716 = 116.
Таким образом:  9 716 - 7 В16 = 1 С16.
Для проверки результата используем данные из примера 2.
Таким образом, вычитание выполнено верно.
Правила умножения
	
	0
	1

	0
	0
	0

	1
	0
	1



Таблица умножения двоичных цифр приведена ниже (обозначения строк и столбцов соответствуют слагаемым):


	[bookmark: RichViewCheckpoint2]номера разрядов:
	3
	2
	1

	сомножители:
	1
	0
	1

	
	
	1
	1


Пример 5. Перемножить двоичные числа 101 и 11.
Запишем множители в столбик и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:


Процесс образования результата по шагам умножения множимого на каждый разряд множителя с последующим сложением показан ниже:
а) умножение множимого на разряд 1 множителя дает результат: 1012 * 12 = 1012;
б) умножение множимого на разряд 2 множителя дает результат: 1012 * 12 = 1012 ;
	слагаемые:
	
	1
	0
	1

	
	1
	0
	1
	

	сумма:
	1
	1
	1
	1


в) для получения окончательного результата складываем результаты предыдущих шагов:

       
Для проверки результата найдем полные значения сомножителей и произведения (см. таблицу):
1012 = 5; 112 = 3; 11112 = 15.
Поскольку 5 * 3 = 15, умножение выполнено верно: 1012 * 112 = 11112.

Пример 6. Перемножить шестнадцатеричные числа 1С и 7В.
Используем таблицу умножения шестнадцатеричных чисел (обозначения строк и столбцов соответствуют слагаемым):

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	2
	0
	2
	4
	6
	8
	A
	C
	E
	10
	12
	14
	16
	18
	1A
	1C
	1E

	3
	0
	3
	6
	9
	C
	F
	12
	15
	18
	1B
	1E
	21
	24
	27
	2A
	2D

	4
	0
	4
	8
	C
	10
	14
	18
	1C
	20
	24
	28
	2C
	30
	34
	38
	3C

	5
	0
	5
	A
	F
	14
	19
	1E
	23
	28
	2D
	32
	37
	3C
	41
	46
	4B

	6
	0
	6
	C
	12
	18
	1E
	24
	2A
	30
	36
	3C
	42
	48
	4E
	54
	5A

	7
	0
	7
	E
	15
	1C
	23
	2A
	31
	38
	3F
	46
	4D
	54
	5B
	62
	69

	8
	0
	8
	10
	18
	20
	28
	30
	38
	40
	48
	50
	58
	60
	68
	70
	78

	9
	0
	9
	12
	1B
	24
	2D
	36
	3F
	48
	51
	5A
	63
	6C
	75
	7E
	87

	A
	0
	A
	14
	1E
	28
	32
	3C
	46
	50
	5A
	64
	6E
	78
	82
	8C
	96

	B
	0
	B
	16
	21
	2C
	37
	42
	4D
	58
	63
	6E
	79
	84
	8F
	9A
	100

	C
	0
	C
	18
	24
	30
	3C
	48
	54
	60
	6C
	78
	84
	90
	9C
	108
	114

	D
	0
	D
	1A
	27
	34
	41
	4E
	5B
	68
	75
	82
	8F
	9C
	109
	116
	123

	E
	0
	E
	1C
	2A
	38
	46
	54
	62
	70
	7E
	8C
	9A
	108
	116
	124
	132

	F
	0
	F
	1E
	2D
	3C
	4B
	5A
	69
	78
	87
	96
	100
	114
	123
	132
	141



	номера разрядов:
	2
	1

	сомножители:
	1
	С

	
	7
	В


Запишем множители в столбик и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:

Процесс образования результата по шагам умножения множимого на каждый разряд множителя с последующим сложением показан ниже (для простоты записи у чисел не показан атрибут шестнадцатеричной системы счисления):
а) умножение на разряд 1 дает результат:
1С*В = (10+C) * B = 10*B+C*B = (1*B)*10+C*B = B0+84 = 134;
б) умножение на разряд 2 дает результат:
1С*70 = (10+C)*7*10 = 10*7*10+C*7*10 = 700+540 = С40;
в) для получения окончательного результата складываем результаты предыдущих шагов:
134+ С40 = D74.
Для проверки результата найдем полное значение сомножителей и произведения, воспользовавшись результатами примера 2 и правилами формирования полного значения числа:
1С16 = 28; 7В16 = 123;
D7416 = 13*162 + 7*161 + 4*160 =  3444.
Поскольку 28 * 123 = 3444, умножение выполнено верно: 1С16 * 7В16 = D7416.


Тема 1.6. Понятие текстовой задачи и процесса ее решения
Кроме различных понятий, предложений и доказательств в любом математическом курсе есть задачи. В обучении математике младших школьников преобладают такие, которые называют арифметическими, текстовыми, сюжетными. Эти задачи сформулированы на естественном языке (поэтому их называют текстовыми); в них обычно описывается количественная сторона каких-то явлений, событий (поэтому их часто называют арифметическими или сюжетными); они представляют собой задачи на разыскание искомого и сводятся к вычислению неизвестного значения некоторой величины (поэтому их иногда называют вычислительными).
В данном курсе мы будем применять термин «текстовые задачи», поскольку он чаще других используется в методике обучения математике младших школьников.
Решение текстовых задач при начальном обучении математике является средством формирования многих математических понятий, умений строить математические модели реальных явлений, а также средством развития мышления детей. Поэтому учителю надо знать не только различные методические подходы к обучению детей решению текстовых задач, но и как устроены такие задачи и уметь решать их различными методами и способами.
 
• Структура текстовой задачи. Методы и способы решения текстовых задач
ка 11
Опр.1. Текстовая задача – есть описание на естественном языке некоторого явления (ситуации, процесса) с требованием дать количественную характеристику какого-либо компонента этого явления, установить наличие или отсутствие некоторого отношения между компонентами или определить вид этого отношения.
Структура текстовой задачи состоит из утверждения и требования. Утверждения задачи называют условиями (или условием). В задаче обычно не одно условие, а несколько элементарных условий. Они представляют собой количественные и качественные характеристики объектов задачи и отношений между ними. Требований в задаче может быть несколько. Они могут быть как в вопросительной, так и утвердительной форме.
Условия и требования взаимосвязаны. Систему взаимосвязанных условий и требований называют высказывательной моделью задачи. Чтобы понять, какова структура задачи, надо выявить ее условия и требования, отбросив все лишнее, второстепенное, не влияющее на ее структуру. Иными словами, надо построить высказывательную модель задачи.
Пример. Рассмотрим задачу: «Две девочки одновременно побежали навстречу друг другу по спортивной дорожке, длина которой 420м. Когда они встретились, первая пробежала на 60м больше, чем вторая. С какой скоростью бежала каждая девочка, если они встретились через 30с?»
Условия задачи: 1) Две девочки бегут навстречу друг другу. 2) Движение они начали одновременно. 3) Расстояние, которое они пробежали – 420м.4) Одна девочка пробежала на 60м больше, чем другая. 5) Девочки встретились через 30с. 6) Скорость движения одной девочки больше скорости другой.
Требования задачи: 1) С какой скоростью бежала первая девочка. 2) С какой скоростью бежала вторая девочка.
По отношению между условиями и требованиями различают следующие виды задач.
• Определенные задачи – в них условий столько, сколько необходимо и достаточно для выполнений требований (В букете 5 красных роз, а белых на 3 розы меньше. Сколько всего роз в букете?).
• Недоопределенные задачи – в них условий недостаточно для получения ответа (Из зала вынесли сначала 12 стульев, потом еще 5. Сколько стульев осталось в зале?).
• Переопределенные задачи – в них имеются лишние условия (Возле дома росло 5 яблонь, 2 вишни и 3 березы. Сколько фруктовых деревьев росло возле дома?).
Уточним смысл термина «решения задачи». Так сложилось, что этим термином обозначает разные понятия:
• результат, т.е. ответ на требование задачи;
• процесс нахождения этого результата: а) как метод нахождения результата; б) как последовательность тех действий, который выполняет решающий.
Основными методами решения текстовых задач являются арифметический и алгебраический.
Решить задачу арифметическим методом – это значит найти ответ на требование задачи посредством выполнения арифметических действий над числами. Одну и туже задачу можно решить различными арифметическими методами.
Пример. Решим различными арифметическими способами задачу: «Из ткани сшили 3 платья, расходуя на каждое по 4м ткани. Сколько кофт можно сшить из этой ткани, если расходовать на одну кофту 2м?»
1 способ
• 43=12 (м) – столько было ткани
• 122=6 (к) – сшили из 12м ткани
2 способ
• 42=2 (раза) – больше ткани идет на платье, чем на кофту
• 32=6 (к) – можно сшить из этой ткани
Решить задачу алгебраическим методом – это значит найти ответ на требование задачи, составив и решив уравнение или систему уравнений. Если для одной и той же задачи можно составить различные уравнения (системы уравнений), то это означает, что данную задачу можно решить различными алгебраическими способами.
Пример. Решим различными алгебраическими способами задачу: «Свитер, шапку и шарф связали из 1 кг 200г шерсти. На шарф потребовалось на 100г шерсти больше, чем шапку, и на 400г меньше, чем на свитер. Сколько шерсти израсходовали на каждую вещь?»
1 способ
Обозначим через х(г) массу шерсти, израсходованную на шапку. Тогда на шарф будет израсходовано (х+100)г, а на свитер ((х+100)+400)г. Так как на все три вещи израсходовано 1200г, то можно составить уравнение: х+(х+100)+((х+100)+400)=1200. Решив данное уравнение, получим х=200, т.е. если на шапку ушло 200г шерсти, то на шарф – 200+100=300(г), а на свитер (200+100)+400=700(г).
2 способ
Обозначим через х(г) массу шерсти, израсходованную на шарф. Тогда на шапку будет израсходовано (х-100)г, а на свитер (х+400)г. Так как на все три вещи израсходовано 1200г, то можно составить уравнение: х+(х-100)+(х+400)=1200. Решив данное уравнение, получим х=300, т.е. если на шарф ушло 300г шерсти, то на шапку – 300-100=200(г), а на свитер 300+400=700(г).
3 способ
Обозначим через х(г) массу шерсти, израсходованную на свитер. Тогда на шарф будет израсходовано (х-400)г, а на шапку ((х-400)-100)г. Так как на три вещи израсходовано 1200г, то можно составить уравнение: х+(х-400)+((х-400)-100)=1200. Решив данное уравнение, получим х=700(г), т.е. если на свитер ушло 700г шерсти, то на шарф – (700-400=300)г, а на шапку ((700-400)-100=200)г.

• Этапы решения текстовой задачи и приемы их выполнения
Деятельность по решению задачи арифметическим методом включает следующие основные этапы: анализ задачи; поиск и составление плана решения задачи; осуществление плана решения задачи; проверка решения задачи.


	Название этапа
	Цель этапа
	Приемы выполнения этапа

	Анализ задачи
	Понять в целом ситуацию, описанную в задаче; Выделить условия и требования; Назвать известные и искомые объекты, выделить все отношения (зависимости) между ними
	• Задать специальные вопросы и ответить на них • Перефразировка текста задачи • Построение вспомогательной модели задачи

	Поиск и составление плана решения задачи
	Установить связь между данными и искомыми объектами, наметить последовательность действий
	• Разбор задачи по тексту (от условия к требованию; от требования к условию) • Разбор по вспомогательной модели

	Осуществление плана решения задачи
	Найти ответ на требование задачи, выполнив все действия в соответствии с планом
	• Запись решения по действиям (с пояснением; без пояснения; с вопросами) • Запись решения в виде выражения

	Проверка решения задачи
	Установить правильность или ошибочность выполненного решения
	• Установление соответствия между результатом и условиями задачи • Решение задачи другим способом


Рассмотрим подробнее приемы выполнения этапов решения задачи.
Анализ задачи.
Первый прием - Специальные вопросы.
• О чем задача, т.е. о каком процессе (явлении, ситуации) идет речь в задаче, какими величинами характеризуется этот процесс?
• Что в задаче известно о названных величинах?
• Что неизвестно о названных величинах?
• Что требуется найти в задаче?
Пример. Проведем анализ следующей задачи: «По дороге в одном и том же направлении идут два мальчика. Вначале расстояние между ними было 2км, но так как скорость идущего впереди мальчика 4км/ч, а скорость второго 5км/ч, то второй догоняет первого. С начала движения и до того, как второй мальчик догонит первого, между ними бегает собака со скоростью 8км/ч. От идущего позади мальчика она бежит к идущему впереди, добежав, возвращается обратно и так бегает до тех пор, пока мальчики не окажутся рядом. Какое расстояние пробежит за все это время собака?»
Анализ:
• О чем задача? Задача о движении двух мальчиков и собаки. Она характеризуется для каждого участника движения скоростью, временем и пройденным расстоянием.
• Что известно о названных величинах? В задаче известно, что: а) мальчики идут в одном направлении; б) до начала движения расстояние между мальчиками было 2км; в) скорость первого мальчика (идущего впереди) 4 км/ч; г) скорость второго мальчика (идущего позади) 5км/ч; д) скорость, с которой бежит собака, 8км/ч; е) время движения собаки – это время, за которое второй мальчик догонит первого.
• Что неизвестно о названных величинах? В задаче неизвестно: за какое время второй мальчик догонит первого; с какой скоростью происходит сближение мальчиков; расстояние, которое пробежала собака.
• Что требуется найти в задаче? В задаче требуется найти, какое расстояние пробежит собака за время, за которое второй мальчик догонит первого.
Второй прием – Перефразировка текста задачи.
Данный прием заключается в замене описания некоторой ситуации в задаче другим, сохраняющим все отношения, связи, качественные характеристики, но более явно их выражающим. Это достигается в результате отбрасывания несущественной, излишней информации, замены описания некоторых понятий соответствующими терминами и, наоборот; преобразование текста задачи в форму, удобную для поиска плана решения. Особенно эффективно использование данного приема в сочетании с разбиением текста на смысловые части. Результатом перефразировки должно быть выделение основных ситуаций.
Пример. Проведем перефразировку теста рассмотренной выше задачи: «1) Скорость одного мальчика 4км/ч, а скорость догоняющего его второго мальчика 5км/ч. 2) Расстояние, на которое мальчики сблизились 2км. 3) Время движения мальчиков и собаки – это время, за которое второй мальчик догонит первого. 4) Скорость собаки 8км/ч. Требуется определить расстояние, которое пробежала собака».
Третий прием – Построение вспомогательной модели задачи.
Вспомогательная модель задачи служит формой фиксации анализа текстовой задачи и является основным средством поиска плана ее решения. В качестве вспомогательной модели задачи выступают: рисунок или схематический рисунок; чертеж или схематический чертеж; таблица. Чаще всего используют схематический чертеж или таблицу.
После построения вспомогательной модели необходимо проверить:
• Все ли объекты задачи и их величины показаны на модели.
• Все ли отношения между ними отражены.
• Все ли числовые данные приведены.
• Есть ли вопрос (требование) и правильно ли он указывает искомое?
Пример. Построим вспомогательную модель рассмотренной выше задачи. В данной задаче вспомогательной моделью целесообразно выбрать таблицу.
	Участники движения
	Скорость
	Время
	Расстояние

	Первый мальчик
	4км/ч
	Одинаковое
	-

	Второй мальчик
	5км/ч
	На 2 км больше 1-го мальчика
	

	Собака
	8км/ч
	?км
	


Поиск и составление плана решения задачи.
Первый прием – Разбор задачи по тексту.
Разбор задачи проводится виде цепочки рассуждений, которая может начинаться как от данных задачи, так и от ее вопросов.
При разборе задачи от данных к вопросу в тексте задачи выделяется два данных и на основе знания связи между ними (полученные при анализе задачи) определяется, какое неизвестное может быть найдено по этим данным, и с помощью какого арифметического действия. Затем, считая это неизвестное данным, вновь выделяется два взаимосвязанных данных и определяется неизвестное, которое может быть найдено по ним и с помощью какого действия и т.д. Данный процесс продолжается до тех пор, пока не будет выяснено, какое действие приводит к получению искомого в задаче объекта.
Пример. Решим задачу, используя данный прием: «На поезде, скорость которого 56км/ч, турист проехал 6ч. После этого ему осталось проехать в 4 раза больше, чем проехал. Каков весь путь туриста?»
Разбор текста задачи от данных к вопросу:
Известно, что 6ч турист проехал на поезде, который шел со скоростью 56км/ч. По этим данным можно узнать расстояние, которое проехал турист за 6ч – для этого нужно скорость умножить на время (566=336). Зная пройденную часть расстояния и то, что оставшееся расстояние в 4 раза больше, можно найти, чему оно равно (3664=1344). Зная, сколько километров турист проехал и сколько ему осталось ехать. Можем найти весь путь, выполнив сложение найденных расстояний (336+1344=1680). Итак, первым действием будем находить расстояние, которое турист проехал на поезде, вторым действием – расстояние, которое ему осталось проехать и третьим – весь путь туриста.
При разборе задачи от вопроса к данным нужно обратить внимание на вопрос задачи и установить (на основе информации, полученной при анализе задачи), что достаточно узнать для ответа на этот вопрос. Для этого нужно обратиться к условиям и выяснить, есть ли для этого необходимые данные. Если таких данных нет или есть только одно данное, то установить, что нужно знать, что бы найти недостающее данное (недостающие данные), и т.д. Потом составляется план решения.
Пример. Решим задачу, описанную в предыдущем примере, используя данный прием.
Разбор текста задачи от вопроса к данным:
В задаче требуется узнать весь путь туриста, который состоит из двух частей. Значит, чтобы найти ответ на вопрос задачи достаточно знать, сколько километров турист проехал, и сколько километров ему осталось проехать. И то и другое неизвестно. Чтобы найти пройденный путь, достаточно знать время и скорость, с которой ехал турист – это в задаче известно. Умножив скорость на время, узнаем путь, который турист проехал (566=336). Оставшийся путь можно найти, увеличив пройденный путь в 4 раза (3364=1344). Итак, вначале можно узнать пройденный путь, затем оставшийся, после чего сложением найти весь путь туриста.
Второй прием – Поиск плана решения задачи по вспомогательной модели.
Пример. Покажем, как можно осуществить поиск плана решения задачи о движении мальчиков и собаки (см. выше) по вспомогательной модели (таблице).
Из таблицы видно, что для того, чтобы найти расстояние, которое пробежала собака достаточно знать ее скорость и время движения. Скорость известна, а время движения собаки такое же, как у мальчиков. Чтобы найти это время, нужно знать какое расстояние было между мальчиками и скорость их сближения. Расстояние известно, а скорость сближения мальчиков можно найти, так как скорость каждого известна. Скорость сближения мальчиков найдем разностью, так как они двигаются в одном направлении (5-4=1). Затем узнаем, сколько времени понадобилось, чтобы второй мальчик догнал первого, для этого расстояние между мальчиками разделим на скорость их сближения (21=2). И наконец, мы можем узнать расстояние, которое пробежала собака за это время, для этого ее скорость умножим на время движения собаки (82=16). Итак, вначале найдем скорость движения мальчиков, затем время движения всех участников (оно одинаковое), а потом расстояние, которое пробежала собака.
Осуществление плана решения задачи.
Первый прием – Запись плана решения задачи по действиям (с пояснениями, без пояснений, с вопросами).
Пример. Приведем различные приемы записи решения задачи про движение туриста.
С пояснениями:
• 566=336(км) – турист проехал за 6ч
• 3364=1344(км) – осталось проехать туристу
• 336+1344=1680(км) – весть путь туриста
Без пояснений:
• 566=336(км)
• 3364=1344(км)
• 336+1344=1680(км)
С вопросами:
• Сколько километров проехал турист на поезде? 566=336(км)
• Сколько километров осталось проехать туристу? 3364=1344(км)
• Каков весь путь туриста? 336+1344=1680(км)
Второй прием – Запись решения задачи в виде выражения.
Запись решения в этой форме осуществляется поэтапно. Сначала записываются отдельные шаги в соответствии с планом, затем составляется выражение и находится его значение. Так как обычно это значение записывают, поставив после числового выражения знак равенства, то запись становится числовым равенством, в левой части которого – выражение, составленное по условию задачи, а в правой – его значение, которое позволяет сделать вывод о выполнении требований задачи.
Пример. Рассмотрим предыдущую задачу.
• 566 (км) – турист проехал за 6ч
• 5664 (км) – осталось проехать туристу
• 566+5664 =1680(км) – весть путь туриста
Пояснения к действиям можно не записывать, а давать их в устной форме, тогда запись решения задачи примет вид: 566+5664 =1680(км).
Проверка решения задачи.
Прием первый – Установление соответствия между результатом и условиями задачи.
Для этого найденный результат вводится в текст задачи и на основе рассуждений устанавливается, не возникает ли противоречия.
Пример. Проверим, используя данный прием, правильность решения задачи о движении туриста.
Мы установили, что турист должен был проехать 180км. Пусть этот результат будет одним из данных задачи. Как известно, за 6ч турист проедет 336км (56=336) и ему останется проехать 1680-336=1344(км). Согласно условию задачи это расстояние должно быть в 4 раза больше того, что он проехал на поезде. Разделив 1344 на 336, получим 4. Следовательно, противоречий с условиями задачи не возникает. Значит, задача решена верно.
Второй прием – Решение задачи другим способом.
Пусть при решении каким-то способом получен некоторый результат. Если решение задачи другим способом приводит к тому же результату, то можно сделать вывод о том, что задача решена верно. Например, если задача решена арифметическим методом, то правильность ее решения можно проверить, решив задачу алгебраическим методом.
Не следует думать, что без проверки нет решения текстовой задачи. Правильность ее решения обеспечивается, прежде всего, четкими и логичными рассуждениями на всех других этапах решения задачи.
 
• Решение задач «на части»
Рассматриваемые в таких задачах величины состоят из частей. В некоторых из них части представлены явно, в других эти части надо суметь выделить, приняв подходящую величину за 1 часть и определить, из каких таких частей состоят другие величины, о которых идет речь в задаче.
При решении таких задач арифметическим методом чаще всего используют вспомогательные модели, выполненные с помощью отрезков или прямоугольников.
Пример. Решим задачу: «Для варки варенья из вишни на 2 части ягод берут 3 части сахара. Сколько сахара надо взять на 10кг ягод?»
Решение: В задаче речь идет о массе ягод и массе сахара, необходимых для варки варенья. Известно, что всего ягод 10кг и что на две части ягод надо три части сахара. Требуется найти массу сахара, чтобы сварить варенье из 10кг ягод.
Вспомогательная модель будет иметь вид:
 
В - 10кг
С - ?кг
По условию задачи 10кг ягод составляют 2 части, следовательно, на 1 часть приходится 102=5(кг). Сахара надо взять три таких части, получаем, что 53=15(кг).
В рассмотренной выше задаче части представлены явно. Рассмотрим пример задачи, в которой части нужно суметь выделить.
Пример. Решим задачу: «В двух кусках ткани одинаковое количество материи. После того, как от одного куска отрезали 18м, а от другого 25м, в первом куске осталось вдвое больше ткани, чем во втором. Сколько метров ткани было в каждом куске первоначально?»
Решение: В задаче речь идет о двух кусках ткани одинаковой длины. От первого отрезали 18м, от второго 25м. После этого в первом куске осталось вдвое больше ткани, чем во втором. Требуется найти первоначальную длину кусков ткани.
Если количество ткани, которое осталось во втором куске – это 1 часть, то количество оставшейся ткани в первом куске – это 2 таких части. По чертежу видно, что на 1 часть приходится количество ткани, которое легко найти – 25-18=7(м). Тогда в каждом куске было 25+7=32(м).

Тема 1.10. Элементы теории вероятностей и математической статистики

Комбинаторика изучает количество соединений, подчиненных определенным условиям, которые можно составить из элементов, безразлично какой природы, заданного конечного множества. 
Произведение всех натуральных чисел от единицы до п обозначают символом п! (Читается «эн – факториал»). Используя знак факториала, можно, например, записать:
[image: ]

Перестановками называют соединения, состоящие из одних и тех же п различных элементов и отличающиеся только порядком их расположения. Число всех возможных перестановок
[image: ],
где  [image: ]  – факториал числа  [image: ].
Заметим, что удобно рассматривать 0! полагая, по определению, [image: ].

Пример 1: Сколько трехзначных чисел можно составить из 1, 2, 3, если каждая цифра входит в изображение числа только один раз?
Решение: Искомое число трехзначных чисел
[image: ].

Размещениями называют соединения, составленные из п различных элементов по к элементам, которые отличаются либо составом элементов, либо их порядком. Число всех возможных размещений
[image: ].
Пример 2: сколько можно составить сигналов из 6 флажков различного цвета, взятых по 2?
Решение: Искомое число сигналов
[image: ]
Размещения учитывают порядок следования предметов. Так, например, наборы <2,1,3> и <3,2,1> являются различными, хотя состоят из одних и тех же элементов {1,2,3}.

Сочетаниями называют соединения, составленные из п различных элементов по к элементам, которые отличаются хотя бы одним элементом. Число сочетаний
[image: ].
Пример 3: Сколькими способами можно выбрать две детали из ящика, содержащего 10 деталей?
Решение: Искомое число способов
[image: ]
Свойства сочетаний
1. [image: ];
1. [image: ];
1. [image: ].

Предмет теории вероятностей.

Наблюдаемые нами события (явления) можно подразделить на следующие три вида: достоверные, невозможные и случайные.
Достоверным называют событие, которое обязательно произойдет, если будет осуществлена определённая совокупность условий S.
Пример 4: если в сосуде содержится вода при нормальном атмосферном давлении и температуре [image: ], то событие «вода в сосуде находится в жидком состоянии» есть достоверное.
Невозможным называют событие, которое заведомо не произойдет, если будет осуществлена определённая совокупность условий S.
Пример 5: 	Событие «вода в сосуде находится в твердом состоянии» заведомо не произойдет, если будет осуществлена совокупность условий предыдущего примера.
Случайным называют событие, которое при осуществлении совокупности условий S может либо произойти, либо не произойти.
Пример 6: если брошена монета, то она может упасть так, что сверху будет либо герб, либо надпись.
Достаточно большое число однородных случайных событий независимо от их конкретной природы подчиняется определенным закономерностям, а именно вероятностным закономерностям. Установлением этих закономерностей и занимается теория вероятностей.
Предметом теории вероятностей является изучение вероятностных закономерностей массовых однородных случайных событий.
Событие рассматривается как результат испытания.
События называют несовместными, если появление одного из них исключает появление других событий в одном и том же испытании. 
Пример 7: Брошена монета. Появление «герба» исключает появление надписи. События «появился герб» и «появилась надпись» – несовместные.
Несколько событий образуют полную группу, если в результате испытания появилось хотя бы одно из них. Другими словами, появление хотя бы одного из событий полной группы есть достоверное событие.
Вероятностью события А называют отношение числа благоприятствующих этому событию исходов к общему числу всех равновозможных несовместных элементарных исходов, образующих полную группу. Итак, вероятность события А определяется формулой
[image: ].
Данное определение вероятности события называют классическим определением, число m называют числом благоприятных исходов, а число n – числом всех исходов. 
Вероятность достоверного события равна единице.
[image: ].
Вероятность невозможного события равна нулю.
[image: ].
Вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между нулем и единицей.
[image: ].
Итак, вероятность любого события удовлетворяет двойному неравенству
[image: ].
Пример 8: Набирая номер телефона, абонент забыл одну цифру и выбрал ее наудачу. Найти вероятность того, что выбрана нужная цифра.
Решение: обозначим через А событие – набрана нужная цифра.  Абонент мог набрать любую из 10 цифр, поэтому общее число возможных элементарных исходов равно 10. Эти исходы несовместны, равновозможны и образуют полную группу. 
Благоприятствует событию А лишь один исход (нужная цифра лишь одна). Искомая вероятность равна отношению числа исходов, благоприятствующих событию, к числу всех элементарных исходов:
[image: ].

Относительная частота

Относительной частотой события называют отношение числа испытаний, в которых событие появилось, к общему числу фактически произведенных испытаний.
Таким образом, относительная частота события [image: ] определяется формулой
[image: ],
где  т – число появлений события, п – общее число испытаний.
Данное определение вероятности события называют статистическим определением. 
Таким образом, классическую вероятность вычисляют до опыта, а статистическую (относительную частоту) – после опыта.
Пример 9: По цели произвели 24 выстрела, причем было зарегистрировано 19 попаданий. Относительная частота поражения цели
[image: ].
Операции над событиями

[image: ]Суммой двух событий А и В называется событие С (рис. 1.), заключающееся в осуществлении во время единичного испытания или события А, или события В, или обоих событий А и В одновременно (обозначается [image: ] или [image: ]).
                                                                                                  
События называются противоположными, если в условиях испытания они, являясь его исходами, несовместны.
Событие, противоположное событию [image: ](то есть не наступление события [image: ]), обозначают [image: ]. Сумма вероятностей двух противоположных событий равна единице:
[image: ][image: ]
Произведением двух событий А и В называется событие С (рис. 2.), которое заключается в одновременном осуществлении обоих событий А и В во время единичного испытания (обозначается [image: ] или [image: ]). 

              Теорема сложения вероятностей несовместных событий. Вероятность появления одного из нескольких попарно несовместных событий, безразлично какого, равна сумме вероятностей этих событий:
[image: ]
Теорема сложения вероятностей совместных событий. Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления:
[image: ]
Вероятность наступления события [image: ], вычисленная в предположении, что событие [image: ] уже произошло, называется условной вероятностью события [image: ] при условии [image: ] и обозначается [image: ].
События [image: ] называются независимыми в совокупности, если вероятность каждого из них не меняется в связи с наступлением или не наступлением других событий по отдельности или в любой их комбинации. 
Если [image: ] и [image: ] – независимые события, то
[image: ].
Пример 10: найти вероятность того, что наудачу взятое двузначное число окажется кратным либо 3, либо 5, либо тому и другому одновременно.
Решение: пусть [image: ]  – событие, состоящее в том, что наудачу взятое число окажется кратным 3, а [image: ] – в том, что оно кратно 5. Найдем [image: ] Так как [image: ] и [image: ] совместные события, то воспользуемся формулой:
[image: ]
Всего имеется 90 двузначных чисел: 10, 11, …, 98, 99. Из них 30 являются кратными 3 (благоприятствуют наступлению события [image: ]); 18 – кратными 5 (благоприятствуют наступлению события [image: ]) и 6 – кратными одновременно 3 и 5 (благоприятствуют наступлению события [image: ]).
Таким образом, [image: ], [image: ], [image: ], то есть
[image: ].
Теорема умножения вероятностей независимых событий. Вероятность совместного появления двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий:
[image: ].
Вероятность появления нескольких событий, независимых в совокупности, вычисляется по формуле
[image: ]
Теорема умножения вероятностей зависимых событий. Вероятность совместного появления двух зависимых событий равна произведению одного из них на условную вероятность второго:
[image: ].
Пример 11: в одной урне находятся 4 белых и 8 черных шаров, в другой – 3 белых и 9 черных. Из каждой урны вынули по шару. Найти вероятность того, что оба шара окажутся белыми.
Решение: пусть [image: ]появление белого шара из первой урны, а [image: ]появление белого шара из второй урны. Очевидно, что события [image: ] и [image: ] независимы. Найдем [image: ], [image: ]. Таким образом, получим
[image: ].
Формула полной вероятности

Пусть события (гипотезы) [image: ] образуют полную группу событий и при наступлении каждого из них, например [image: ], событие [image: ] может наступить с некоторой условной вероятностью [image: ]. Тогда вероятность наступления события [image: ] равна сумме произведений вероятностей каждой из гипотез на соответствующую условную вероятность события [image: ]:
[image: ]
где [image: ]
Пример 12: на склад поступили детали с трех станков. На первом станке изготовлено 40 % деталей от их общего количества, на втором – 35 % и на третьем 25 %, причем на первом станке было изготовлено 90 % деталей первого сорта, на втором – 80 % и на третьем – 70 %. Какова вероятность того, что взятая наугад деталь окажется первого сорта?


Решение: пусть [image: ] деталь изготовлена на первом станке; [image: ] на втором станке и [image: ] на третьем станке; событие [image: ] деталь оказалась первого сорта. Из условия следует, что [image: ], [image: ], [image: ], [image: ],,. 
Следовательно,
[image: ]

Формула Бернулли
Если производятся испытания, при которых вероятность появления события  [image: ] в каждом испытании не зависит от исходов других испытаний, то такие испытания называются независимыми относительно события [image: ].
Вероятность того, что в [image: ] независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события [image: ] равна [image: ] (где [image: ]), событие [image: ] наступит ровно [image: ] раз (безразлично, в какой последовательности), находится по формуле Бернулли:
[image: ], где [image: ].
Пример 13: Вероятность попадания в цель при одном выстреле составляет [image: ]. Найти вероятность четырех попаданий при шести выстрелах.
Решение: здесь [image: ] По формуле Бернулли находим
[image: ]

Закон больших чисел

Теорема Бернулли. Если в ряде испытаний вероятность некоторого события остается для каждого испытания постоянной и равна p, то при достаточно большом количестве испытаний практически достоверно, что частота  [image: ]  появления события отличается от ее вероятности меньше, чем как угодно малое число [image: ].

Случайная величина
Случайной называют величину, которая в результате испытания примет одно и только одно возможное значение, наперёд не известное и зависящее от случайных причин, которые заранее не могут быть учтены.
Пример 14: Число родившихся мальчиков среди ста новорожденных есть случайная величина, которая имеет следующие возможные значения: 0, 1, 2, …, 100.
Будем далее обозначать случайные величины прописными буквами [image: ][image: ], а их возможные значения – соответствующими строчными буквами [image: ] Например, если случайная величина [image: ] имеет три возможных значения, то они будут обозначены так: [image: ]
Дискретной (прерывной) называют случайную величину, которая принимает отдельные, изолированные возможные значения с определёнными вероятностями. Число возможных значений дискретной случайно величины может быть конечной или бесконечной.
Непрерывной называют случайную величину, которая может принимать все значения из некоторого конечного или бесконечного промежутка. Очевидно, число возможных значений непрерывной случайной величины бесконечно.
Законом распределения дискретной случайной величины называют соответствие между возможными значениями и их вероятностями.
При табличном задании закона распределения дискретной случайной величины первая строка таблицы содержит возможные значения, а вторая – их вероятности:
	Х
	[image: ]
	[image: ]
	…
	[image: ]

	Р
	[image: ]
	[image: ]
	…
	[image: ]


Приняв во внимание, что в одном испытании случайная величина принимает одно и только одно возможное значение, заключаем, [image: ] образует полную группу; следовательно, сумма вероятностей этих событий, т.е. сумма вероятностей второй строки таблицы, равна единице:
[image: ].
Числовые характеристики дискретных случайных величин
Математическим ожиданием дискретной случайной величины называют сумму произведений всех её возможных значений на их вероятности.
Пусть случайная величина Х может принимать только значения [image: ]вероятности которых соответственно равны [image: ] Тогда математическое ожидание [image: ] случайной величины Х определяется равенством
[image: ].
Пример 15: найти математическое ожидание случайной величины Х, зная закон её распределения:
	Х
	3
	5
	2

	p
	0,1
	0,6
	0,3


Решение. Искомое математическое ожидание равно сумме произведений всех возможных значений случайной величины на их вероятности:
[image: ].
Свойства математического ожидания
1. Математическое ожидание постоянной величины равно самой постоянной:
[image: ].
1. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания:
[image: ].
1. Математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий: 
[image: ].
1. Математическое ожидание суммы двух величин равно сумме математических ожиданий слагаемых:
[image: ].
Дисперсией (рассеянием) дискретной случайной величины называют математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от её математического ожидания:
[image: ].
Для вычисления дисперсии часто бывает удобно пользоваться следующей теоремой.
Теорема. Дисперсия равна разности между математическим ожиданием квадрата случайной величины Х и квадратом её математического ожидания:
[image: ].
Пример 16: найти дисперсию случайной величины Х, которая задана следующим законом распределения:
	Х
	2
	3
	5

	p
	0,1
	0,6
	0,3


Решение. Найдем математическое ожидание [image: ]:
[image: ].
Напишем закон распределения случайной величины [image: ]:
	[image: ]
	4
	9
	25

	p
	0,1
	0,6
	0,3



Найдем математические ожидания [image: ]:
[image: ].
Искомая дисперсия
[image: ].

Свойства дисперсии
1. Дисперсия постоянной величины С равна нулю:
[image: ].
1. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его в квадрат:
[image: ].
1. Дисперсия суммы двух независимых случайных величин равна сумме их дисперсий:
[image: ].
1. Дисперсия разности двух независимых случайных величин равна сумме их дисперсий:
[image: ].
Для оценки рассеяния возможных значений случайной величины вокруг её среднего значения кроме дисперсии служат и некоторые другие характеристики. К их числу относится среднее квадратичное отклонение.

Средним квадратичным отклонением случайной величины Х называют квадратный корень из дисперсии:
[image: ].
Пример 17: Случайная величина Х задана законом распределения 

	

	2
	3
	10

	p
	0,1
	0,4
	0,5


Найти среднее квадратичное отклонение [image: ].
Решение. Найдем математическое ожидание Х:
[image: ].
Найдем математическое ожидание [image: ]:
[image: ].
Найдем дисперсию:
[image: ].
Искомое среднее квадратичное отклонение


Понятие о задачах математической статистики

Статистика – это наука, которая собирает, обрабатывает и изучает различные данные, связанные с массовыми явлениями, процессами, событиями.
Математическая статистика – раздел математики, посвященный математическим методам систематизации, обработки и исследования статистических данных для научных и практических выводов.
Статистическое наблюдение – это спланированный, научно организованный сбор массовых данных о социально-экономических явлениях и процессах.
Наиболее распространено среди разновидностей статистических наблюдений выборочное наблюдение. В процессе выборочного наблюдения изучается лишь часть совокупности, отобранная специальным методом, который называется выборкой. Всю совокупность, из которой делают выборку, называют генеральной совокупностью. Число объектов генеральной совокупности и выборки соответственно называют объемом генеральной совокупности и объемом выборки.

Центральные тенденции выборки
Выборка характеризуется центральными тенденциями: средним значением, модой и медианой.
Средним значением выборки называется среднее арифметическое всех ее значений:
[image: ], или [image: ] ([image: ] – знак суммы – «сигма» большая).
Мода выборки – это ее значение, которое случается наиболее часто (обозначается [image: ]).
Медиана выборки – это число, делящее пополам упорядоченную совокупность всех значений выборки, то есть средняя величина изменяемого признака, который содержится в середине ряда, размещенного в порядке возрастания или убывания признака (обозначается [image: ]).
Пример 18: дана выборка 2, 3, 4, 4, 6, 6, 6, 7, 7, 8. Мода выборки [image: ], так как число 6 встречается наиболее часто; среднее значение выборки [image: ]; медиана данной выборки [image: ], так как выборка имеет четное число значений и ее медиана равна полусумме ее средних значений: [image: ].
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