Добрый день!!!
Инструкция для студентов:
1. Прочитайте текст лекции, законспектируйте основные положения опираясь на презентацию. Выполнить письменно задания в конце лекции.
2. Их можно выполнять в тетради письменно или в печатном варианте документ word.
3.Выполненые задания   отправить на anna.nevinnaya.82@mail.ru 01.10.2020 до 15.00 


Тема: Равносильные уравнения и неравенства


Разумеется, рассматриваемый материал не является новым: начиная с 7 класса изучались различные типы уравнений и неравенств с одной переменной, системы неравенств с одной переменной, системы уравнений с двумя переменными. Столь огромный интерес к решению уравнений и неравенств вполне оправдан: именно эти объекты чаще всего являются математическими моделями реальных ситуаций в повседневной жизни, науки и технике. В завершение обучения еще раз обратимся к уравнениям и неравенствам, чтобы рассмотреть их с самых общих позиций.
Необходимо обсудить принципиальные вопросы, связанные с решением уравнений с одной переменной: равносильные уравнения и равносильные преобразования уравнений, посторонние корни и потеря корней в уравнениях и т. д.
Определение 1. Два уравнения с одной переменной f(x) = g(x) и р(х) = h(x) называют равносильными, если множества их решений совпадают. Другими словами, два уравнения будут равносильными, если они имеют одинаковые корни или если оба уравнения не имеют корней.
Пример 1
а) Уравнения х - 3 = 0 и log3x = 1 равносильны, т. к. оба имеют единственный корень х = 3.
б) Уравнения х2 + 1 = 0 и lg(|x| + 4) = 0 равносильны, т. к. каждое из них корней не имеет.
Определение 2. Если каждый корень уравнения f(х) = g(x) (1) является корнем уравнения р(х) = h(x) (2), то уравнение (2) называют следствием уравнения (1).
Пример 2
а) Уравнение х - 3 = 0 имеет единственный корень х = 3, который является также корнем уравнения х2 - 5х + 6 = 0 (второй корень этого квадратного уравнения х = 2). Поэтому уравнение х2 - 5х + 6 = 0 является следствием уравнения х - 3 = 0.
б) Уравнение х2 - 4х + 3 = 0 имеет корни х1 = 3 и x2 = 1, уравнение х2 - 5х + 6 = 0 имеет корни x3 = 3 и х4 = 2 (т. е. оба уравнения имеют только один общий корень х = 3). Поэтому ни одно из уравнений не является следствием другого.
Очевидно, что два уравнения равносильны тогда и только тогда, когда каждое из них является следствием другого.
При решении любых уравнений используется стандартная схема: с помощью преобразований исходное уравнение заменяется более простым (как правило, линейным или квадратным), которое затем решают.
Теоремы о равносильности уравнений
В основном при решении уравнений используются шесть теорем равносильности.
Первые три теоремы безусловные. Они гарантируют равносильность преобразований без дополнительных условий. Их применение обычно происходит автоматически, без особых размышлений.
Теорема 1. Если любой член уравнения перенести из одной части уравнения в другую с противоположным знаком, то получится уравнение, равносильное данному. Например, уравнения  и  равносильны.
Теорема 2. Если обе части уравнения возвести в одну и ту же нечетную степень, то получится уравнение, равносильное данному. Например, уравнения  и 3x + 2 = x3 равносильны.
Теорема 3. Показательное уравнение [image: https://compendium.su/mathematics/11klass/11klass.files/image1793.jpg] (где a > 0, а ≠ 1) равносильно уравнению f(x) = g(x). Например, показательное уравнение
[image: https://compendium.su/mathematics/11klass/11klass.files/image1794.jpg] равносильно иррациональному уравнению [image: https://compendium.su/mathematics/11klass/11klass.files/image1795.jpg]
Следующие три теоремы условные. Они справедливы лишь при выполнении определенных условий. При их применении потребуются некоторая внимательность и аккуратность.
Сначала напомним понятие, важное для определенных типов уравнений.
Определение 3. Областью определения уравнения f(x) = g(x) (или областью допустимых значений (ОДЗ) переменной такого уравнения) называют множество тех значений переменной х, при которых имеют смысл выражения f(x) и g(x).
Теорема 4. Если обе части уравнения f(x) = g(x) умножить на одно и то же выражение h(x), которое:
а) имеет смысл в области определения уравнения f(x) = g(x);
б) нигде в этой области не обращается в нуль, то получится уравнение f(x)h(x) = g(x)h(x), равносильное данному.
Теорема 5. Если обе части уравнения f(x) = g(x) неотрицательны в области определения уравнения, то после возведения обеих его частей в одну и ту же четную степень п получится уравнение, равносильное данному: 
Теорема 6. Если f(х) > 0 и g(x) > 0, то логарифмическое уравнение  (где a > 0, а ≠ 1) равносильно уравнению f(x) = g(x).

Примеры: 
· Уравнения x+2=7 и 2x+1=11  равносильны, так как каждое из них имеет единственный корень – число 5.
·  Равносильны и уравнения x2 +1=0  и 2x2 +3=12=1 - ни одно из них не имеет корней.
·  А вот уравнения x−6=0x−6=0 и x2=36x2=36 неравносильны, поскольку первое имеет только один корень 66, второе имеет два корня: 66 и −6−6.
Например, уравнение х−3=3х−3=3 имеет корень х=6х=6, а уравнение (x−3)2=9(x−3)2=9 имеет два корня х=6х=6 и х=0х=0. Один из корней совпадает, тогда уравнение (x−3)2=9(x−3)2=9 является следствием уравнения х−3=3х−3=3.



Тема 2: Иррациональные уравнения и неравенства
Иррациональное уравнение – это уравнения, в которых неизвестное находится под знаком корня.
Свойство: при возведении обеих частей уравнения в натуральную степень получается уравнение – следствие данного.
Рассмотрим виды иррациональных уравнений
1. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/0646426e-1950-402c-83d8-2d220759fd3f.png]
В этом случае мы можем воспользоваться определением квадратного корня.
Из него следует, что  а≥0, тогда [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/b916aed3-b561-4f52-ac7c-688561fe52ea.png]
Для нашего случая получим
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/5c5b8d14-95b4-4cb2-bf89-9ac814cc903d.png] или [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/6b8bc83b-d024-40e5-aa7d-e73e11c01c34.png]
1. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/7ce1a88e-0eda-4945-bc69-791801b3bd67.png]
Мы знаем, что сумма положительных чисел равна нулю тогда и только тогда, когда каждое из слагаемых равно нулю.
Т.е. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/0dac10d0-c136-4993-8bd7-ff08c10b93f6.png]
1. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/10db82c1-50bd-4a06-b225-fbb8f5851489.png]
По определению квадратного корня f(x) > 0. Таким образом, чтобы найти такие значения неизвестной, при которых выполняются следующие условия:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/66644546-e299-4ce4-ad4d-7b7e8f119a96.png]
Примеры:
1. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/55a57311-0309-4464-b8ec-ed0ce60469af.png] (возведем обе части в квадрат)
 Получилось [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/dbbef4b1-9856-4cd0-abd5-19a8da16dcd6.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/533af2a4-fdac-492e-9923-21f7a7449f6a.png]
Ответ: х=4
2. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/66da49c6-e347-42c6-8bb3-8e13dc8bdef9.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/64596df8-bdff-4013-8ff4-f6beae85f9d6.png]

следовательно, решений нет
Ответ: решений нет
Определение. Неравенство, содержащие переменную под знаком корня, называется иррациональным.
Иррациональное неравенство, как правило, сводится к равносильной системе (или совокупности систем) неравенств.
1. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/3a06a8fd-8178-41d4-87d8-6ffd879a306e.png] [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/7f0e3bf7-e6ad-471f-98b1-79095a6b7833.png] [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/1980ed30-b292-4e12-97cb-089083b54d0b.png]
2. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/56b089a5-3769-4ad0-b476-b74ba680ef61.png] [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/b20ac78f-f5ad-4464-887f-90287e3d3df4.png]
3. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/ae08fadc-834e-468f-a8b9-a6f1472776a1.png] [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/e44f4a6e-2649-4fe0-a9b4-f99a38f7224f.png]
4. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/2a589452-2fb9-4cf5-8a96-c83e622219a0.png] [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/4e38de1f-f509-4c43-8506-4bed6a9774e1.png]
5. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/143f26d4-0fb0-4dc9-b483-a7f5a6c2891f.png]
6. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/e36d28f4-659e-4657-9872-3c78149f69d9.png]
Разбор решения заданий 
Пример 1.
Решим уравнение: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/e1439ad4-68ad-4108-af53-693f8c6faa24.png]
Возведем в квадрат обе части уравнения, получим:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/eb4f7d0a-4aff-46b1-98c5-5bd78a07a914.png], которое не будет равносильно исходному уравнению, потому что у этого уравнения два корня [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/dffd5049-2fff-4f31-b93f-9b5f7e9e0687.png], а у первоначального уравнения только один корень х=4.
№1.
Подчеркните корни данного уравнения
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/5569/20190430142323/OEBPS/objects/c_matan_10_20_1/90ac6c3a-b65b-4486-8e1b-808259052610.png] (возведем обе части в 4 степень)
У нас останется 
1-х4 = 1-х2 решаем данное уравнение 
-х4 + х2= 1-1
-х4 + х2  =0 (выносим общий множитель за скобки)
-х2 (х2 +1) = 0 (когда произведение равно нулю? Когда один из множителей равен нулю)
-х2 = 0 или (х2 +1) = 0
х=0 или х = 1, х = -1
получилось 3 корня х=-1;х=0;х=1, подставим их в изначальное уравнение, и посчитаем слева и справа. Если они равны то это число будет являться корнем уравнения.
Ответ: х=-1;х=0;х=1

Пример 2.
 = 4  
 возведём  в квадрат              
Проверка:    =   = 4   (используем только арифметический корень) 
 Ответ:  12

Пример 3   = 0 
                          
  возведём в квадрат                            
   =                             Проверка:
 =      =     =  0
 = 
 =      =   =  0
 =        Ответ:  =  = 


Пример 2 = х 2    
  возведём в квадрат     
  х =                    
     Д= 25 – 16 = 9 =;       Проверка:
 =       = (используем только арифметический корень)
 = 
 =      = 1 – 2  (используем только арифметический корень)
                    1  =    
Ответ:  =                                                                                                  




Алгоритм: 
1. Возводим   в   квадрат или в ту степень, в которой находится корень
2. Решаем  уравнение                                                                                                              
[image: http://stsenarii.ru/img/kid.gif]3. Делаем  проверку  корней (используем  только арифметический корень)
4. Пишем   ответ.

Домашнее задание выполнить и отправить на почту

Равносильны ли данные уравнения? (выполнить письменно). Уравнения надо решить и посмотреть, что получилось в ответах и вернуться к определению и теоремам, тогда вы ответите, равносильны ли уравнения.
I. 1)х + 4 = 3х и  2)  х - 2 = 0.
II. 1) х + 1 = 0   и  2)  х2 - 1 = 0.
Решить иррациональное уравнение
а)   = 6
б)   = 8
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