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Ход урока
1. Изучить новый материал.
2. Сделать краткий конспект (определения, примеры).
3. Выполнить практические задания.
4. Сдать на проверку только практические задания.
5. Работы присылать до 02.10.20. на эл. почту tulupovapolinaviktorovna@mail.ru

ТЕМА: ОПЕРАЦИИ НАД МНОЖЕСТВАМИ

Основные понятия
· пересечение множеств;
· объединение множеств;
· вычитание множеств;
· дополнение подмножества.
Обозначения
   = х  х А и х  В - запись определения пересечения множеств А и В;
А  В = х  х А или х  В - запись определения объединения множеств А и В;
А \ В ={ х| х   и х  } – запись определения разности множеств А и В;
ВА ={ х| х   и х  } –  определение дополнения множества В до множества А.
· Операции над множествами: объединение, пересечение, вычитание.
· Свойства этих операций:
· коммутативность пересечения и объединения - для любых множеств А и В справедливо равенство: А       и        ;
· ассоциативность пересечения и объединения множеств - для любых множеств А, В и С выполняются равенства: ( А     С     В  С,        С       С. 
· дистрибутивность пересечения  относительно объединения множеств, т.е. для любых множеств А, В и С выполняется равенство (А      С = (А  С)  ( В С ).
· дистрибутивность объединения  относительно пересечения множеств, т.е. для любых множеств А, В и С выполняется равенство (А      С = (А   С)  ( В  С ).
 
Пересечение множеств
Из элементов двух и более множеств можно образовать новые множества. Считают, что эти новые множества являются результатом операций над множествами.
   A   A
В
B   

Пример 
Пусть даны два множества:  А = 2, 4, 6, 8  и В = 5, 6, 7, 8, 9.
Образуем множество С, в которое включим общие элементы множеств А и В: С = 6, 8 . Так, полученное множество С называют пересечением множеств А и В.
Определение. Пересечением множеств А и В называется множество, содержащее только такие элементы, которые принадлежат множеству А и множеству В.
Пересечение множеств А и В обозначают А  В. Тогда определение можно представить в символической записи: 
х      х   и х  .
Если изображать множества А и В при помощи кругов Эйлера, то пересечение данных множеств изобразится заштрихованной частью.
В том случае, когда множества А и В не имеют общих элементов, говорят, что их пересечение пусто и пишут: А  В = .
Замечание. Операция, при помощи которой находят пересечение множеств, называется также пересечением
· Нахождение пересечения множеств в конкретных случаях
· Если элементы множеств А и В перечислены, то, чтобы найти АВ, достаточно перечислить элементы, которые принадлежат А и В, т.е. их общие элементы.
· Если множества заданы при помощи характеристических свойств элементов, то характеристическое свойство множества А  В составляется из характеристических свойств пересекаемых множеств с помощью союза «и».
Пример
Найдем пересечение множества А – четных натуральных чисел и множества В – двузначных натуральных чисел.
Характеристическое свойство элементов множества А – «быть четным натуральным числом», характеристическое свойство элементов множества В – «быть двузначным натуральным числом». Тогда, согласно определению, элементы пересечения данных множеств должны обладать свойством «быть четным и двузначным натуральным числом». Таким образом, множество А  В состоит из четных двузначных чисел (союз «и» в данном случае можно опустить). Полученное множество не пусто. Например, 24  АВ, поскольку число 24 четное и двузначное.
Пример
Найти пересечение множества А – четных натуральных чисел и множества В – натуральных чисел, кратных 4. Данные множества А и В бесконечные, и множество В – подмножество множества А. Поэтому элементами, принадлежащими множеству А и множеству В, будут элементы множества В. Следовательно, А  В = В.

2. Объединение множеств
Для того, чтобы объяснить школьнику, что 2 + 3 = 5, учитель берет 2 красных кружка и 3 синих. Просит перечислить эти кружки, затем предлагает к красным кружкам придвинуть синие (т.е. объединить эти две совокупности, два множества) и пересчитать все кружки совокупности. Устанавливается, что их 5, т.е. 2 +3 = 5. Таким образом, сложение чисел опирается на операцию объединения двух множеств.
В рассмотренном примере объединялись множества, не имеющие общих элементов. В математике приходится выполнять объединение и пересекающихся множеств.
Определение. Объединением множеств А и В называется множество, содержащее такие элементы, которые принадлежат множеству А или множеству В.
Объединение множеств А и В обозначают   . В символической записи: х       х  или х  . 
Если изобразить пересекающиеся множества при помощи кругов Эйлера, то их объединение изобразится заштрихованной областью (рис. 1). Если множества А и В не пересекаются, то их объединение изображают так (рис. 2).  
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          Рис 1.			                           Рис. 2.   
Операция, при помощи которой находят объединение множеств, называют также объединением. 
· Нахождение объединения в конкретных случаях:
· Если все элементы множеств А и В перечислены, то, чтобы найти , достаточно перечислить элементы, принадлежащие А или В, т.е. хотя одному из множеств. 
Пример
Так, если А = 2, 4, 6, 8, В = 5, 6, 7, 8, 9, то А  В = 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
· Если множества заданы при помощи характеристических свойств элементов, то характеристическое свойство множества А  В составляется из характеристических свойств множеств А и В с помощью союза «или».
Пример 
Найти объединение множества А четных чисел и множества В двузначных чисел. Так как свойство элементов множества А – «быть четным числом», а свойство элементов В – «быть двузначным числом», то в объединение данных множеств войдут числа, характеристическое свойство которых - «быть четным или двузначным числом».
Например, в А  В есть числа: 8, поскольку оно четное; 17, поскольку оно двузначное; 36, поскольку оно четное и двузначное.
ПримерA

B

Найти объединение множеств А – четных натуральных чисел и множества В – натуральных чисел, кратных 4. 
Ранее было установлено, что В  А. Поэтому элементами, принадлежащими множеству А  , будут элементы множества А. 
Следовательно, в данном случае   = А.

3. Законы пересечения и объединения множеств
1. Переместительный (коммутативный) закон пересечения и объединения множеств.
Из определений пересечения и объединения множеств вытекает:
Определение. Для любых множеств А и В справедливо равенство: А       и       .
2. Сочетательный (ассоциативный) закон пересечения и объединения множеств.
Определение. Для любых множеств А, В и С выполняются равенства: 
( А     С     В С,       С       С.    
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Рис. 3

Свойство ассоциативности для пересечения и объединения множеств не столь очевидно, как свойство коммутативности, и поэтому нуждается в доказательстве. Но прежде всего можно эти свойства проиллюстрировать при помощи кругов Эйлера. Рассмотрим, например, ассоциативное свойство пересечения множеств. Изобразим множества А, В и С в виде трех попарно пересекающихся кругов. (См. рис.3)
3. Закон пересечения множеств: ( А     С     В С
В выражении ( А     С скобки определяют следующий порядок действий: сначала выполняется пересечение множеств А и В – оно показано на рисунке вертикальной штриховкой, а затем находят пересечение полученного множества и множества С. Если выделить множество С горизонтальной штриховкой, то область, заштрихованная дважды, будет изображать множество ( А     С.
Представим теперь наглядно множество    В  С. (См. рис.4) В соответствии с указанным порядком действий сначала надо найти пересечение множеств В и С – на рисунке оно показано вертикальной штриховкой, а затем выполнить пересечение множества А с полученным множеством. Если отметить множество А горизонтальной штриховкой, то область, заштрихованная дважды, и будет изображать множество    В С. Видим, что области, представляющие на рисунке множества  ( А     С и    В  С ), одинаковы, что и подтверждает справедливость свойства ассоциативности для пересечения множеств.                                                                             B
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Рис. 4.
[bookmark: _GoBack]Аналогично можно проиллюстрировать свойство ассоциативности и для объединения множеств. Замечание. Важность ассоциативного свойства пересечения и объединения множеств состоит в следующем: 
1) можно находить пересечение и объединение трех множеств, зная, как это делается для двух;
2)  на основании этого свойства в выражениях ( А     С,    В С,      С ,      С можно опускать скобки и писать А    С  или     С, что облегчает запись.
Рассмотрим строгое доказательство свойства ассоциативности одной из операций над множествами, например объединения, т.е. докажем, что для любых множеств А, В и С справедливо равенство       С       С. 
Доказательство. Чтобы доказать равенство двух множеств, надо убедится в том, что каждый элемент множества       С содержится в множестве      С, и наоборот.
1. Пусть х – любой элемент множества       С. Тогда, по определению объединения, х     или хС.
	Если х    , то, по определению объединения, х  А или х  В. В том случае, когда х А, то, также по определению объединения, х       С.
	Если х  В, то имеем, что х    С, а значит, х       С. Случай, когда  х  А и х  В, сводится к рассмотренным. Таким образом, из того, что х    , следует, что х       С.
Если х  С, то, по определению объединения, х  В  С, и следовательно, х       С.
Случай, когда х      и х  С, сводится к рассмотренным выше.
Итак, мы показали, что каждый элемент множества       С содержится и в множестве       С, т.е.       С       С.
2. Пусть у - любой элемент множества      С. Тогда, по определению объединения, уА или у   С.
Если у  А, то, по определению объединения, у      С.
Если у    С, то у   или у С. В том случае, когда у  , то у  и, значит, у       С. Когда же у  С, то у        С. Случай, когда у  В и у  С, сводится к уже рассмотренным.
Итак, мы показали, что каждый элемент множества   (  С) содержится и в множестве (   )  С, т.е.   (   С)  (  )  С.
Согласно определению равных множеств заключаем, что       С       С, что и требовалось доказать.
Аналогично доказывается и ассоциативное свойство пересечения множеств.
Замечание. Взаимосвязь пересечения и объединения множеств отражается в распределительных, или дистрибутивных, свойствах этих операций. Таких свойств два:
1. Пересечение дистрибутивно относительно объединения множеств, т.е. для любых множеств А, В и С выполняется равенство (А      С = (А  С)  ( В С).
2. Объединение  дистрибутивно относительно пересечения множеств, т.е. для любых множеств А, В и С выполняется равенство (А      С = (А   С)  ( В  С ).
Замечание. Если в выражении есть знаки пересечения и объединения множеств и нет скобок, то сначала выполняют пересечение, так как считают, что пересечение более «сильная» операция, чем объединение.

4. Вычитание множеств. Дополнение подмножества
Чтобы объяснить учащимся, что 5-3=2, часто используют такой прием. Берут 5 предметов, например, 5 кружков. После того как учащиеся убедятся при помощи счета, что кружков действительно 5, им предлагают 3 кружка убрать и сосчитать, сколько кружков осталось. Осталось 2, значит, 5-3=2.
В чем суть приема? Из данного множества, в котором, а элементов, удаляют подмножество, содержащее b элементов. Тогда в оставшейся части множества а – b элементов.
Если заданы два множества, то можно не только найти их пересечение и объединение, но и вычесть из одного множества другое. Результат вычитания называют разностью и определяют следующим образом.
Определение. Разностью множеств А и В называется множество, содержащее все элементы, которые принадлежат множеству А и не принадлежат множеству В.
Разность множеств А и В обозначают А \ В. Тогда, по определению, имеем: 
А \ В ={ х | х   и х   }.
Если представить множества А и В при помощи кругов Эйлера, то разность А \ В изобразиться заштрихованной областью.А \ В
В


В школьном курсе математики чаще всего приходится выполнять вычитание множеств в случае, когда одно из них является подмножеством другого, при этом разность множеств А \ В называют дополнением множества В до множества А, и обозначают символом ВА. 
При помощи кругов Эйлера данная ситуация представляется на рисунке, где заштрихована та часть, которая осталась после удаления из множества А подмножества В. Эту часть называют дополнением множества В до множества А.  ВА
B

Определение. Пусть В  А. Дополнением множества В до множества А называется множество, содержащее только те элементы множества А, которые не принадлежат множеству В.
		ВА ={ х| х   и х   }.
Дополнение множества В до множества А ( при условии, что В  А) обозначают ВА =  А \ В.
Операция при помощи которой находят дополнение подмножества, называется вычитанием.
Нахождение подмножества в конкретных случаях:
· Если элементы множества А и В пересечены, то, чтобы найти А \ В, достаточно перечислить элементы, принадлежащие А и не принадлежащие В. 
Пример. А = 1, 2, 3, 5, а 1, 5, то А \ В = 2,3.
· Если указаны характеристические свойства элементов множеств А и В (ВА), характеристическое свойство множества А \ В имеет вид «х  и х ».
Пример. А – множество четных чисел, В – множество чисел, кратных 4. Найти дополнение множества В до множества А. Определить, содержатся ли в этом дополнении числа 20 и 26.
Так как, все числа кратные 4, четные, то В  А. Если из множества А удалить все числа, кратные 4, то в нем останутся четные числа, не кратные 4.  Значит, А \ В – множество четных чисел, не кратных 4. Характеристическое свойство элементов этого множества – «быть четным числом и не кратным 4».
Нетрудно видеть, что 20   А \ В, поскольку 20 – четное число и кратно 4, а что 26  А \ В, т.к. 26 – четное число и не кратно 4.
Пример. Выясним теперь, из каких чисел состоит множество А \ В  С, если А – множество четных чисел, В – множество чисел, кратных 4, С – множество чисел, кратных 6.     А
С

В

В записи А \ В  С нет скобок. Возникает вопрос: какое действие выполнять первым? Условились считать, что операция пересечения множеств является более «сильной», чем вычитание.
Пересечением множеств В и С состоит из чисел, кратных 4 и 6. Если удалить это пересечение из множества А, то в нем останутся четные числа, не кратные 4 и 6 (одновременно). При помощи кругов Эйлера данные множества А, В, и С можно изобразить так:
Замечание. Вычитание – это третья операция над множествами. Условимся считать, что пересечение – более «сильная» операция, чем вычитание. Поэтому порядок выполнения действий будет такой: сначала находят пересечение множеств, а затем вычитание. 
Что касается объединения и вычитания множеств, то их считают равноправными.
Замечание. Вычитание множеств обладает рядом свойств. В частности, можно доказать, что для любых множеств А, В и С справедливы следующие равенства:
(А \ В) \С= (А \ С) \ В                                (А \ В)  С= (А  С) \ ( В  С )
 А \ (В  С ) = (А \ В)  ( А \ С)               А \ (В  С) = (А \ В)  ( А \ С)
(А   В) \С = (А \ С) (В \ С)

Практические задания.
1. Известно, что х  А. Следует ли из этого, что х  А В?
2. Известно, что х  А В.  Следует ли из этого, что х  А?
3. Изобразите при помощи кругов Эйлера пересечение множеств А и В, если: 1) А  В; 2) В  А; 3) А  В = .
4. Найдите пересечение множеств А и В, если: 1) А = a, b, c, d, e, f;   = b, e, f, k, l; 2) А = 26, 39, 5, 58, 17, 81;  В = 17, 26, 58; 3) А = 26, 39, 5, 58, 17, 81;  В = 2, 6, 3, 9, 1, 7.
5. М – множество однозначных чисел, Р – множество нечетных натуральных чисел. Из каких чисел состоит пересечение данных множеств? Содержатся ли в нем числа – 7 и 9?
6. А – множество точек окружности, B – множество точек прямой а. Из скольких элементов может состоять пересечение данных множеств? Может ли оно быть пустым?
7. Известно, что х  А. Следует ли из этого, что х  А  В?
8. Известно, что х  А В.  Следует ли из этого, что х  А?
9. Изобразите при помощи кругов Эйлера объединение множеств А и В, если: 1) А  ;  2)   .
10. Найдите объединение множеств А и В, если: 1) А = a, b, c, d, e, f;  = b, e, f, k, l; 2) А = 26,39,5,58,17,81;  = 17,26,58; 3) А = 26,39,5,58,17,81;  = 2,6,3,9,1,7.  
11. М – множество однозначных чисел, Р – множество нечетных натуральных чисел. Из каких чисел состоит объединение данных множеств? Содержатся ли в нем числа – 7 и 9?
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