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Основные тригонометрические тождества.
Рассмотрим некоторые свойства тригонометрических функций. Выясним сначала, какие знаки имеют синус, косинус, тангенс и котангенс в каждой из координатных четвертей. Пусть при повороте радиуса ОА, равного R, на угол α точка А перешла в точку В с координатами х и у .
Так как sin α =  то знак sin α зависит от знака у. В I и II четвертях у > 0, а в III и IV четвертях у < 0. Значит, sin α>0, если а является углом I или II четверти, и sin α<0, если а является углом III или IV четверти. Знак cos α зависит от знака х, так как cos α = .  В I и IV четвертях х>0, а во II и III четвертях х<0. Поэтому cos α > 0, если α является углом I или IV четверти, и cos α < 0, если α является углом II или III четверти. Так как tg α = , а ctg α - , то знаки tg α и ctg а зависят от знаков х и у. В I и III четвертях х и у имеют одинаковые знаки, а во II и IV — разные. Значит, tg α>0 и ctg α>0, если а является углом I или III четверти; tg α<0 и ctg α<0, если а является углом II или IV четверти. Знаки синуса, косинуса, тангенса и котангенса в каждой из четвертей показаны на рисунке.
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Выясним теперь вопрос о четности и нечетности тригонометрических функций.
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Пусть при повороте на угол α радиус ОА переходит в радиус ОВ, а при повороте на угол —а в радиус ОС . Соединив отрезком точки В и С, получим равнобедренный треугольник ВОС. Луч ОА является биссектрисой угла ВОС. Значит, отрезок ОК является медианой и высотой треугольника ВОС. Отсюда следует, что точки В и С симметричны относительно оси абсцисс. Пусть координаты точки В равны х и у, тогда координаты точки С равны х и y.
Пользуясь этим, найдем, что     
Мы получили формулы, выражающие зависимость между синусами, косинусами, тангенсами и котангенсами противоположных углов: sin ( - α) = - sin α;  cos (- α) = cos α;  tg( -α) = - tgα;  ctg( -α) = - ctg α. Например: cos ( — 40°) = cos 40°, tg(-60°) = -tg60° = -√3. Итак, синус, тангенс и котангенс являются нечетными функциями, а косинус является четной функцией. Рассмотрим еще одно свойство тригонометрических функций. Если при повороте радиуса ОА на угол α получен радиус 0В, то тот же радиус получится и при повороте ОА на угол, отличающийся от а на целое число оборотов. Отсюда следует, что при изменении угла на целое число оборотов значения синуса, косинуса, тангенса и котангенса не изменяются.
 
Основные тригонометрические тождества
Рассмотрим окружность радиуса 1 с центром в начале координат.
[image: Тригонометрические функции]
Если для координат точки  M1, лежащей на этой окружности, ввести обозначение M1 =(x1;y1 ),
то, в силу теоремы Пифагора, будет справедливо равенство
x12 + y12 = 1 ,
а синус, косинус, тангенс и котангенс угла α будут вычисляться по формулам
   
      Из этих формул, в частности, вытекает основное тригонометрическое тождество:
sin2α + cos2α = 1 .
      Таким образом, основное тригонометрическое тождество является теоремой Пифагора, сформулированной с помощью тригонометрических функций.
      Итак, перечислим основные тригонометрические тождествa
sin2α + cos2α = 1
tgα * ctgα = 1
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Связь между синусом и косинусом одного угла
Иногда говорят не об основных тригонометрических тождествах, перечисленных в таблице выше, а об одном единственном основном тригонометрическом тождестве вида [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/basic_trigonometric_identity.png]. Объяснение этому факту достаточно простое: равенства [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/001.png] получаются из основного тригонометрического тождества после деления обеих его частей на [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/002.png] и [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/003.png] соответственно, а равенства [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/004.png] и [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/005.png] следуют из определений синуса, косинуса, тангенса и котангенса. Подробнее об этом поговорим в следующих пунктах.
То есть, особый интерес представляет именно равенство [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/basic_trigonometric_identity.png], которому и дали название основного тригонометрического тождества.
Прежде чем доказать основное тригонометрическое тождество, дадим его формулировку: сумма квадратов синуса и косинуса одного угла тождественно равна единице. Теперь докажем его.
Обратимся к единичной окружности. Пусть начальная точка A(1, 0) после поворота на угол [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/alpha.png] переходит в точку A1. В силу определений синуса и косинуса точка A1 имеет координаты [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/006.png]. Более того, точка A1 лежит на единичной окружности, следовательно, ее координаты должны удовлетворять уравнению единичной окружности, которое имеет вид x2+y2=1. То есть, должно быть справедливо равенство [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/006_.png]. Этим доказано основное тригонометрическое тождество для любых углов поворота [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/alpha.png].
Равенство [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/basic_trigonometric_identity.png] часто называют теоремой Пифагора в тригонометрии. Поясним этот момент.
Возьмем единичную окружность. Повернем начальную точку A(1, 0) вокруг точки O на угол [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/alpha.png]. Пусть точка A после этого поворота переходит в точку A1(x, y). Опустим из точки A1 перпендикуляр A1H на прямую Ox.
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Рассмотрим прямоугольный треугольник OA1H. Хорошо видно, что в нем длины катетов A1H и OH равны соответственно модулю ординаты и абсциссы точки A1, то есть, |A1H|=|y| и |OH|=|x|, а длина гипотенузы OA1 равна радиусу единичной окружности, то есть, |OA1|=1. Теорема Пифагора позволяет записать равенство |A1H|2+|OH|2=|OA1|2, которое мы можем переписать как |y|2+|x|2=12 или y2+x2=1. Но по определению [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/007.png] и [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/008.png], тогда от равенства y2+x2=1 мы можем перейти к равенству [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/basic_trigonometric_identity.png].
Основное тригонометрическое тождество задает связь между синусом и косинусом одного угла. Это позволяет вычислять синус угла, когда известен косинус этого угла, и вычислять косинус угла, когда известен синус угла. Для этого достаточно равенство [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/basic_trigonometric_identity.png] разрешить относительно синуса и косинуса соответственно: [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/009.png] и [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/010.png]. Знак перед корнем зависит от величины угла [image: http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/images/basic_trigonometric_identities/alpha.png]. Подробнее об этом мы поговорим в разделе вычисление синуса, косинуса, тангенса и котангенса с использованием тригонометрических формул.
Основное тригонометрическое тождество очень часто используется при преобразовании тригонометрических выражений. Оно позволяет сумму квадратов синуса и косинуса одного угла заменять единицей. Не менее часто основное тригонометрическое тождество используется и в обратном порядке: единица заменяется суммой квадратов синуса и косинуса какого-либо угла.
Выполнить задания письменно:
1. Выполнить, используя данные таблицы.
 ctg2450 + cos 600 – sin2 600 +  tg2 300
2. Запишите в других единицах измерения углы.
а) t=  ;  б) t= 2100  
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