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Инструкция для студентов:
1. Прочитайте текст лекции, законспектируйте основные положения. 

Монотонная последовательность. Точные грани последовательности.
Последовательность {xn} называют возрастающей (неубывающей), если для любого n∈N выполняется неравенство
xn+1≥xn.
Аналогично последовательность{xn} называют убывающей (невозрастающей), если для любого n∈N справедливо неравенство
xn+1≤xn.
Если неравенство (1) можно записать в виде xn+1>xn, а неравенство (2) — в виде xn+1<xn, то последовательность {xn} называют соответственно строго возрастающей и строго убывающей.
Возрастающую или убывающую последовательность называют монотонной, а строго возрастающую или строго убывающую — строго монотонной.
Если неравенство (1) выполняется при n≥n0, то последовательность {xn} называют возрастающей, начиная с номера n0 (при n≥n0). Аналогично вводятся понятия убывающей, строго убывающей и строго возрастающей последовательности, начиная с номера n0 (при n≥n0).
Для доказательства теоремы о пределе монотонной последовательности нам потребуются понятия точной верхней и нижней грани последовательности.
Точную верхнюю (нижнюю) грань множества значений последовательности {xn} называют точной верхней (нижней) гранью последовательности и обозначают соответственно sup{xn} и inf{xn}.
Определение точной верхней грани supX числового множества X, можно записать так:
{M=supX}⇔{∀x∈X→x≤M}∧{∀ε>0 ∃xε∈X:xε>M−ε}.

Аналогично определение точной нижней грани infX числового множества X можно записать в виде
{m=infX}⇔{∀x∈X→x≥m}∧{∀ε>0 ∃xε∈X:xε<m+ε}.
Поэтому определения точной верхней и точной нижней граней последовательности можно записать в виде
[a=sup{xn}]⇔{∀n∈N→xn≤a}∧{∀ε>0 ∃Nε:xNε>a−ε},

[b=inf{xn}]⇔{∀n∈N→xn≥b}∧{∀ε<0 ∃Nε:xNε<b+ε}.
Таким образом, число a — точная верхняя грань последовательности {xn}, если выполняются условия:
1. все члены последовательности не превосходят a, то есть
∀n∈N→xn≤a;
2. для каждого ε>0 (рис. 6.1) найдется член последовательности, больший a−ε, то есть
∀ε>0 ∃Nε:xNε>a−ε.


