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Нахождение  площади криволинейной трапеции.



Как вы помните, неопределенный интеграл  от функции [image: Описание: https://ege-ok.ru/wp-content/plugins/wpmathpub/phpmathpublisher/img/math_991.5_5b0b35d5bb106720e16ba255d85d33f9.png]-  это множество всех первообразных [image: Описание: F(x)]:
∫[image: Описание: {f(x)dx}=F(x)+C]
В неопределенном интеграле не заданы границы интегрирования, и в результате нахождения неопределенного интеграла от функции [image: Описание: f(x)] мы получаем множество первообразных, отличающихся друг от друга на постоянную величину С.
Если заданы границы интегрирования, то мы получаем определенный интеграл:
[image: Описание: int{a}{b}{f(x)dx}]
Здесь число [image: Описание: a]  - нижний предел интегрирования, число [image: Описание: b] - верхний предел интегрирования. Определенный интеграл - это ЧИСЛО, значение которого вычисляется по формуле Ньютона - Лейбница:
[image: Описание: int{a}{b}{f(x)dx} = F(b)-F(a)].
[image: Описание: F(a)] - это значение первообразной функции [image: Описание: f(x)] в точке [image: Описание: a], и, соответственно, [image: Описание: F(b)] - это значение первообразной функции [image: Описание: f(x)] в точке [image: Описание: b].
Для нас с точки зрения решения задач важное значение имеет геометрический смысл определенного интеграла.
Рассмотрим фигуру, изображенную на рисунке:
[image: Описание: Описание: https://ege-ok.ru/wp-content/uploads/2013/02/%D0%B8%D0%BD%D1%82-2.png]
 
Зеленая фигура, ограниченая сверху графиком функции [image: Описание: Описание: y=f(x)], слева прямой [image: Описание: Описание: x=a], справа прямой [image: Описание: Описание: x=b], и снизу осью ОХ называется криволинейной трапецией.
Геометрический смысл определенного интеграла:
Определенный интеграл [image: Описание: Описание: int{a}{b}{f(x)dx}] - это число, равное площади криволинейной трапеции - фигуры, ограниченой сверху графиком положительной на отрезке  [image: Описание: Описание: [a;b]] функции [image: Описание: Описание: y=f(x)], слева прямой [image: Описание: Описание: x=a], справа прямой [image: Описание: Описание: x=b], и снизу осью ОХ.
Решим задачу из Открытого банка заданий для подготовки к ЕГЭ  по математике. 
Прототип Задания 7 (№ 323080)
На рисунке изображён график некоторой функции [image: Описание: Описание: y=f(x)]. Функция [image: Описание: Описание: F(x)=-x^3-27x^2-240x-8] — одна из первообразных функции [image: Описание: Описание: f(x) ]. Найдите площадь закрашенной фигуры.
[image: Описание: Описание: https://ege-ok.ru/wp-content/uploads/2013/02/%D0%B8%D0%BD%D1%82-1-1.png]
Закрашенная фигура представляет собой криволинейную трапецию, ограниченную сверху графиком функции [image: Описание: Описание: y=f(x)], слева прямой [image: Описание: Описание: x=-10], справа прямой [image: Описание: Описание: x=-8], и снизу осью ОХ.
Площадь этой криволинейной трапеции вычисляется по формуле:
[image: Описание: Описание: S=int{-10}{-8}{f(x)dx} = F(-8)-F(-10)], где [image: Описание: Описание: F(x)] - первообразная функции [image: Описание: Описание: f(x)].
По условию задачи [image: Описание: Описание: F(x)=-x^3-27x^2-240x-8], поэтому, чтобы найти площадь фигуры, нам нужно найти значение первообразной в точке -8, в точке -10, и затем из первого вычесть второе.
Замечу, что в этих задачах очень часто возникают ошибки именно в вычислениях, поэтому советую аккуратно и подробно их записывать, и ничего не считать "в уме".
[image: Описание: Описание: F(-8)= -(-8)^3-27(-8)^2-240(-8)-8 ]=[image: Описание: Описание: 512-1728+1920-8=696]
[image: Описание: Описание: F(-10)=-(-10)^3-27(-10)^2-240(-10)-8]=[image: Описание: Описание: 1000-2700+2400-8=692]
[image: Описание: Описание: F(-8)-F(-10)=696-692=4 ]
Ответ: 4
Рассмотрим постановку задачи о площади криволинейной трапеции.
Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограниченной линиями (рис. 1).
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155664/6d2ea260_f5f6_0131_9758_12313c0dade2.png].
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155665/6e8de790_f5f6_0131_9759_12313c0dade2.png]
 Площадь криволинейной трапеции
Как мы пытались ее решить:
Первый способ.
Разбили отрезок [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155666/6fca53d0_f5f6_0131_975a_12313c0dade2.png]на [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155667/70ec23a0_f5f6_0131_975b_12313c0dade2.png] одинаковых отрезков, заменили искомую площадь площадью поступенчастой линии, легко ее сосчитали и получили приближенное решение нашей задачи. Далее устремили [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155668/72265670_f5f6_0131_975c_12313c0dade2.png] в пределе [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155669/73720200_f5f6_0131_975d_12313c0dade2.png]и
получили искомую площадь S. Ввели обозначение [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155670/74bc6460_f5f6_0131_975e_12313c0dade2.png].
Это определенный интеграл. Вот таким образом мы пытались решить задачу. Мы знаем теперь, как приближенно ее решить, знаем обозначения для точного решения, но точного решения еще не знаем.
Затем мы получили точное решение задачи следующим образом: рис. 2:
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155671/75e217f0_f5f6_0131_975f_12313c0dade2.png]
Функция S (x)
Ввели функцию [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155672/7715a8c0_f5f6_0131_9760_12313c0dade2.png]. Каждому [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155673/7842bb00_f5f6_0131_9761_12313c0dade2.png]площадь под соответствующей частью кривой [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155674/79885690_f5f6_0131_9762_12313c0dade2.png]. Так, введенная функция удовлетворяет единственному закону, а именно:
Каждому [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155675/7ad29620_f5f6_0131_9763_12313c0dade2.png] соответствует единственное значение [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155674/79885690_f5f6_0131_9762_12313c0dade2.png].
Мы доказали, что производная этой же функции [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155676/7bfa3150_f5f6_0131_9764_12313c0dade2.png] и доказали, что точная площадь вычисляется следующим образом. Надо найти любую первообразную от функции[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155677/7d3f87c0_f5f6_0131_9765_12313c0dade2.png]и взять приращение этих первообразных. То есть взять первообразную в точке [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155678/7e67efc0_f5f6_0131_9766_12313c0dade2.png] и отнять первообразную в точке [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/static_image/325669/4e1c5d3fbfc6b4b5cbc9a4162be3aef8.png] И в результате мы получили формулу, которой мы будем пользоваться для вычисления площадей.
 [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155680/81031e60_f5f6_0131_9768_12313c0dade2.png].

Методика нахождения площади.
Методику нахождения площади рассмотрим сначала на относительно простом примере.

Пример 1.
Найти площадь фигуры, ограниченной линиями [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155682/834e88f0_f5f6_0131_976a_12313c0dade2.png]
Решение.
Вот искомая площадь:
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155683/846f5510_f5f6_0131_976b_12313c0dade2.png]
 Площадь
Вот формула:
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155684/85bb2f00_f5f6_0131_976c_12313c0dade2.png]
Это общая формула. Конкретно к нашему случаю она применима так:
Пределы интегрирования [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155685/870096b0_f5f6_0131_976d_12313c0dade2.png].
 
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155686/88214ee0_f5f6_0131_976e_12313c0dade2.png]=[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155687/8950cc60_f5f6_0131_976f_12313c0dade2.png].
Вычислили площадь криволинейной фигуры.
Ответ: [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155687/8950cc60_f5f6_0131_976f_12313c0dade2.png]
В следующей задаче площадь искомой фигуры образовывается с помощью [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155688/8a70abc0_f5f6_0131_9770_12313c0dade2.png] А именно:
 Пример 

Найти площадь фигуры, ограниченной линиями [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155689/8bbad690_f5f6_0131_9771_12313c0dade2.png]
Решение.
Посмотрим, как выглядит фигура.
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155690/8d0287d0_f5f6_0131_9772_12313c0dade2.png]
Фигура, ограниченная линиями [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155691/8e19e0b0_f5f6_0131_9773_12313c0dade2.png]
Формула та же самая: [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155684/85bb2f00_f5f6_0131_976c_12313c0dade2.png]
В нашем случае [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155692/8f432bd0_f5f6_0131_9774_12313c0dade2.png]. Итак, надо найти определенный интеграл
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155693/9062d900_f5f6_0131_9775_12313c0dade2.png]=-(-1)+1=1+1=2.
Искомая площадь найдена, и ответ получен.
Ответ: 2

Найти площадь фигуры, ограниченной линиями[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155694/91c07a00_f5f6_0131_9776_12313c0dade2.png]
Решение.
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155695/9324e260_f5f6_0131_9777_12313c0dade2.png]
Площадь фигуры, ограниченной линиями[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155696/9447c570_f5f6_0131_9778_12313c0dade2.png]
Формула для площади та же самая:
 
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155684/85bb2f00_f5f6_0131_976c_12313c0dade2.png]
В нашем случае [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155697/9583b140_f5f6_0131_9779_12313c0dade2.png].
[image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/static_image/325670/98de37303dc0b544832290ff8eb65e59.png]
Ответ: [image: Описание: Описание: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/155699/981797a0_f5f6_0131_977b_12313c0dade2.png]


 Выполнить   задания письменно и сделать чертеж: 
Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями:
 а)  у = х2 , у=0, х = 4;
б)  у = х3 + 2, у= 0, х=0, х=2.
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