Способы задания множеств.
Пояснения.
В начальном курсе математики понятия множества и элемента множества в явном виде не изучаются, но в силу их большой общности они, по существу, пронизывают всю начальную математику. Так, при выполнении задания «Запишите числа, которые больше чем 65 и меньше чем 75» учащиеся встречаются с двумя способами задания одной и той же совокупности чисел.
Один способ — указано свойство чисел «быть больше чем 65 и меньше чем 75», другой — числа этой совокупности перечисляются: 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74. Смысл упражнения перейти от одного способа задания множества к другому.
Задачи.
1. Объясните, с какими способами задания множеств встречаются младшие школьники при решении задачи:
а) Уменьши на 9 какое число: 18, 14, 15, 11, 13,
б) Запиши все однозначные числа. Увеличь какое из них на 8.
в) Запиши по порядку числа от 0 до 50, которые делятся на 4 без остатка.
2. С какими теоретико-множественными понятиями (способ задания множества принадлежность элемента множеству) связано выполнение учащимися начальных классов задания:
а) Какое число пропущено в ряду чисел: 90, 80, 70, 60, 40, 30, 20, 10?
б) Проверь, будет ли верным неравенство X * 3 < 25, если заполнить пропуск числами 0; 5; 8; 1; 9?
в) Назови три числа, при делении которых на 5 в остатке получается 2.
3. Приведите примеры (не менее трех заданий), при выполнении которых младший школьник по существу переходит от одного способа задания множества к другому.
Операции над множествами (пересечения, объединения, вычитания)
Пояснения.
Младшие школьники решают задачи, подготавливающие их к изучению понятия пересечения множеств. Так, в третьем классе учащиеся решают задачу такого содержания: «Начертите отрезок АВ длиной 3 см. Начертите окружность так, чтобы она пересекала отрезок в одной точке; в двух точках». При ее решении учащиеся по сути дела находят пересечение множества точек отрезка А В и множества точек окружности. В первом случае это пересечение содержит одну точку, а во втором — две.
Интересна с этой точки зрения еще такая задача, решаемая третьеклассниками: «На данном чертеже отрезок BD является общим для семи фигур. Какие это фигуры? Назовите и запишите их». Ясно, что здесь множество точек отрезка BD является пересечением семи данных различных фигур.
В начальной школе рассматриваются задачи, решение которых по сути дела связано с объединением множеств. Сюда относятся задачи на сложение чисел и многие другие. Например: «Вычислите площадь прямоугольной фигуры, данной на чертеже. Для этого разбейте фигуру на прямоугольники и проведите необходимые измерения». Разбив данную фигуру F на прямоугольники F1, F2 и F3, мы считаем, что F1UF2UF3=F
Задачи.
1. Установите, какое множество, является объединением других, рассматриваемых в следующих задачах:
а) Юннаты должны вскопать грядки в понедельник они вскопали 8 грядок, и им осталось вскопать еще 9. Сколько грядок они должны были вскопать?
б) Инна нашла 23 желудя, а Катя на 6 больше, чем Нина, Сколько желудей нашла Катя?
в) Пионеры посадили в парке 4 рада березок, по 5 в ряду. Сколько березок они посадили?

2. Установите, какое множество является дополнением одного множества до другого в каждой из предлагаемых задач:
а) Аня дала кролику 7 морковок. 2 он уже съел. Сколько морковок осталось?
б) В одной книжке 16 страниц, а в другой на 6 меньше. Сколько страниц во второй книжке?
3. 0 каких множествах и операциях над ними идет речь в следующих задачах:
а) Садовнику надо подрезать 16 тополей к 11 лип. Он подрезал 23 дерева, Сколько деревьев осталось ему подрезать?
б) В магазине было 27 шелковых платьев и 32 шерстяных, К концу дня осталось 18 платьев. Сколько платьев продали за день?
в) Бригаде строителей надо отремонтировать 18 домов. На одной улице они отремонтировали 6, а на другой 5 домов. Сколько домов осталось им отремонтировать?
г) Для детского сада купили 9 коробок цветных карандашей, по 6 штук в каждой, и 46 черных карандашей. Сколько всего карандашей купили?
Разбиение множества на классы.
Пояснения.
Зададим два свойства элементов множества. Это приводит к разбиению множества на классы. Например, при помощи двух свойств «быть прямоугольным» и «быть тупоугольным» множество треугольников разбивается на 3 класса: класс прямоугольных треугольников; класс тупоугольных треугольников; класс треугольников, не являющихся ни прямоугольными, ни тупоугольными.
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Задачи.
1. Покажите, что при выполнении нижеприведенных заданий ученики младших классов производят разбиение множества на классы:
а) Выпиши в одну строку однозначные, а в другую двузначные числа: 3, 10, 11, 30, 99, 7, 74, 58, 8, 0.
б) 12 карандашей раздали поровну 3 ученикам. Сколько карандашей у каждого?
в) В каждый стакан надо положить по 2 куска сахара. На сколько стаканов хватит 10 кусков сахара?
2. О каких множествах и действиях над ними идет речь в следующих задачах:
а) Девочка принесла в одном пакете 15 морковок, а в другом 21. Эти морковки она раздала поровну 9 кроликам. Сколько морковок она дала каждому кролику?
б) Ребята сделали 10 красных фонариков и 6 желтых. Из них они собрали гирлянды, по 8 фонариков в каждой. Сколько получилось гирлянд?
3. Покажите, что решение задач связано с разбиением заданного множества на попарно непересекающиеся подмножества:
а) 12 флажков пионеры раздали октябрятам, по 2 флажка каждому. Сколько октябрят получили флажки?
б) Для игры в волейбол 12 ребят разбились на 2 команды поровну. Сколько ребят стало в каждой команде?
4. О каких множествах и операциях над ними идет речь в задачах:
а) С одной грядки сняли 25 кочанов капусты, а с другой—15 кочанов. Всю эту капусту разложили в корзины, по 8 кочанов в каждую. Сколько потребовалось корзин?
б) Для школьного сада привезли 24 саженца яблонь. На одном участке пионеры посадили 6 саженцев, а на другом — остальные, в 3 ряда поровну. Сколько саженцев посадили в каждом ряду?
в) Для детского сада купили 9 коробок цветных карандашей, по 6 штук в каждой, и 46 черных карандашей. Сколько всего карандашей купили?
г) Марки, собранные для коллекции, Толя разместил на 3 листа альбома, по 6 штук на каждом листе. 4 из них Толя подарил другу. Сколько марок у него осталось?
Декартово произведение множеств.
Пояснение.
Примером применения декартового произведения в школе является задача «Используя цифры 1,2,3, образовать всевозможные двузначные числа» Путем перебора дети получают: 11,12,13,21,22,23,31,32,33. Запись каждого полученного числа состоит из 2-х цифр, причем существенен порядок их следования: 12 и 21. В том случае, когда важен порядок следования элементов, в математике говорят об упорядоченных наборах элементов. В данной задаче мы имеем дело с упорядоченными парами.
Задачи.
1. Покажите, что при решении нижеприведенных задач ученики находят по существу элементы декартова произведения множеств.
а) Запишите всевозможные двузначные числа, используя цифры 3 и 4.
б) Используя цифры 1, 5, 7 запиши три двузначных и три трехзначных числа.
2. Покажите что при решение ниже приведенных задач ученики находят по существу элементы декартова произведения множеств.
а) запишите всевозможные двузначные числа, используя цифры 3 и4.
б) используя цифры 1,5,7, запиши 3 двузначных и трехзначных числа.
3 Подберите задания из учебников начальной школы, где ученики находят по существу элементы декартова произведения множеств.


1.5 Отношения между множествами
Пояснения.
Понятие подмножества в начальной математике в явном виде не изучается, но задач, связанных с выделением части некоторой совокупности, учащиеся решают много. Например: «Среди данных четырехугольников укажи прямоугольники». «Назови среди данных чисел четные»
Задачи.
1. Покажите, что при выполнении нижеприведенных заданий, младшие школьники по существу имеют дело с понятием подмножества.
а) Запиши по порядку числа от 10 до 19. Подчеркни и прочитай четные числа,
б) Назови пять однозначных чисел
в) Запиши числа от 8 до 29. Подчеркни те из них, которые делятся на 3 без остатка.
г) В русском алфавите 33 буквы, 10 из них гласные. Сколько других букв в алфавите?
д) Выпиши выражения, значение которых равно 8: 12-4, 36-30, 30-20-4: 40-30-2, 14-26-20), 15-(10-З).
2. 0 каком множестве и его подмножествах идет речь в следующих задачах:
а) На ветке было 13 слив, 3 сорвали, Сколько слив осталось?
б) С тарелки взяли 3 пирожка, осталось 6. Сколько пирожков было на тарелке?
3. Приведите примеры (не менее трех заданий из учебников математики для начальных классов), при выполнении которых учащиеся; по существу оперируют понятием подмножества.


4. Установите, с какими теоретико-множественными понятиями встречаются учащиеся начальных классов, выполняя задания:
а) запиши по порядку числа от 10 до 19. Подчеркни и прочитай четные числа.
б) из ряда чисел от 1 до 20 выпиши по порядку числа, которые делятся без остатка на 5.
в) из чисел 27,45,38,62,53,72,8,48, выпиши те, которые при деление на 5 дают в остатке 3.

Примеры задач, которые встречаются у учебнике Петерсона Л.Г. 3 класс
1. Назови двух учеников твоего класса. Элементами какого множества они являются? Принадлежат ли этому множеству портфели учеников?
2. По какому признаку подобраны слова: роза, фиалка, гвоздика, василек, тюльпан? Какие ещё элементы входят в это множество? Можно ли включить в него сосну, барана, ромашку, шипы от розы? Какие цветы растут на грядках и клумбах? Какие растут в поле? Какие растут на лугу?
3. определить по рисунку, какое из множеств является подмножеством другого: (изображения кругов Эйлера)



Понятие отношения между элементами одного множества
В математике изучают не только сами объекты (числа, фигуры, величины), но и связи, отношения между ними.
Отношения многообразны. Между понятиями – это отношения рода и вида, части и целого; между предложениями – отношения следования и равносильности; между числами – «больше», «меньше», «равно», «больше на…», «следует» и др.
Изучение отношений между объектами важно для познания как самих объектов, так и для познания реального мира в целом. В нашем курсе мы будем рассматривать в основном бинарные отношения, т.е отношения между двумя элементами, но чтобы увидеть общность методических подходов к изучению в начальном курсе математики конкретных отношений, понять важнейшие математические идеи, связанные с отношениями, учителю полезно знать, какова математическая сущность любого отношения, какими свойствами они могут обладать, какие основные виды отношений изучает математика.
Чтобы определить общее понятие отношения на множестве, рассмотрим сначала конкретный пример. Пусть на множестве Х = 2, 4, 6, 8 задано отношение «меньше». Это означает, что для любых двух чисел из множества Х можно сказать, какое из них меньше: 2 4, 2  6, 2  8, 4  6, 4  8, 6  8. Но все эти пары есть элементы декартова произведения ХХ, поэтому об отношении «меньше», заданном на множестве Х, можно сказать, что оно является подмножеством множества ХХ.
Определение. Отношением между элементами множества Х или отношением на множестве Х называется всякое подмножество декартова произведения ХХ.
Так как в дальнейшем мы будем рассматривать только бинарные отношения, то определимся, на множестве Х мы их будем определять следующим образом:
Определение. Бинарным отношением на множестве Х называется всякое подмножество декартова произведения ХХ.
Условимся отношения обозначать буквами R, S, T, P и др.
Если R – отношения на множестве Х, то, согласно определению, R ХХ. С другой стороны, если задано некоторое подмножество множества ХХ , то оно определяет на множестве Х некоторое отношение R.
+Замечание. Утверждение о том, что элементы х и у находятся в отношении R, можно записать так: (х,у)  R или х R у. Последняя запись читается : “Элемент х находится в отношении R с элементом у”.

2. Способы задания отношений
По определению отношения R между элементами множества Х есть всякое подмножество декартова произведения Х  Х, т.е. множество, элементами которого являются упорядоченные пары. Поэтому способы задания отношений, по существу, такие же, как и способы задания множеств.
Отношение R на множестве Х можно задать, перечислив все пары элементов, взятых из множества Х и связанных этим отношением.
Формы записи при этом могут быть различными. Например, некоторое отношение R на множестве Х = 4, 5, 6, 7, 9можно задать, записав множество пар: (5,4),(6,4),(6,5),(7,4),(7,5),(7,6),(9, 4),(9,5),(9,6),(9,7).То же отношение можно задать при помощи графа.
Отношения на конечном множестве Х можно представлять наглядно, при помощи особых чертежей, состоящих из точек, соединенных стрелками. Такие чертежи называют графами.
Построим граф отношения «меньше», заданного на множестве Х = 2, 4, 6, 8. Для этого элементы множества Х изобразим точками (их называют вершинами графа), а отношение «меньше» – стрелкой.
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Чаще отношение R на множестве Х задают, указав характеристическое свойство всех пар элементов, находящихся в отношении R. Это свойство задается при помощи предложения с двумя переменными.
Пример. Пусть заданы рассмотренные выше отношения «меньше» и «кратно», причем использована краткая форма предложений«число х меньше числа у» и «число х кратно числу у». Некоторые такие предложения можно записать используя символы. Например, отношения «меньше» и «кратно» можно было записать в таком виде: «х  у», «х[image: ]у». Отношение «х больше у на 3» можно записать в виде равенства х = у + 3 (или х – у = 3). Отношение между прямыми плоскости задают, используя символы: х // у, х у.
Для отношения R, заданного на множестве Х, всегда можно задать отношение, ему обратное. Например, если R – отношение “х меньше у”, то обратным ему будет отношение “ у меньше х”.
Понятием отношения, обратного данному, часто пользуются при начальном обучении математике. Например, чтобы предупредить ошибку в выборе действия, с помощью которого решается задача: «У Пети 7 карандашей, что на 2 меньше, чем у Бори. Сколько карандашей у Бори?» – ее переформулируют: «У Пети 7 карандашей, а у Бори на 2 больше. Сколько карандашей у Бори?». Видим, что переформулировка свелась к замене отношения «меньше на 2» обратным ему отношением «больше на 2».


2.
В настоящее время учащимся І–ІV классов в наглядной и конкретной форме знакомятся с такими важными математическими понятиями, как число и нуль, овладевают операциями над этими числами. Учитель, строя процесс обучения, должен опираться на эти операции и понятия. В процессе вычислительных навыков и в связи с решением задач различных видов, происходит усвоение первоначальных представлений о бинарных отношениях.
«Бинарным отношением между элементами множеств X и У называется всякое подмножество декартового произведения X и У» [1].
Бинарное отношение условно обозначаются заглавными буквами латинского алфавита: P, R, G, N, D, C и др.
Множество первых компонентных пар принадлежащих отношению P, называется областью определения отношения P, а множество вторых компонентных пар – областью значений отношения Р.
Если элемент х принадлежит множеству X, а элемент у – множеству У, и элемент х находится в отношении P с элементом у, то пишут: xPy. Запись xPy читают: «Элемент х находится в отношении P с элементом у».
В математике существуют отношения между элементами одного и того же множества.
«Отношением во множестве X называются соответствия между элементами этого множества X» [2].
Отношения бывают самые разные. Например: множество стран мира: «Страна х больше страны у»; «В стране х население меньше, чем в стране у»; «Страны х и у имею общую границу» и т.д. Отношения между людьми:
«х отец у»;
«у и х – друзья»;
«х учит у» – и т.д.
Этот список возможных отношений можно долго продолжать.
Отношение f можно изобразить наглядно.
Например: между элементами двух множеств. Девочки, живущие, в одной комнате общежития составили, график дежурства на неделю, чередуясь, каждый день. Составьте граф график, таблицу дежурства между Камила, Багила, Пакизат, Зарина.
А = {пн.; вт.; ср.; чт.; пт.; сб.; вс.}
В = {Камила, Багила, Пакизат, Зарина}
Р = Быть дежурной а P b а Î А; b Î В
Р = {(пн.; пт. Камила); (вт; сб Багила); (ср; вс Пакизат); (чт Зарина)}
Указанное отношение Р можно изобразить:
а) при помощи графа;
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б) при помощи графика
[image: ]
в) при помощи таблицы
[image: ]
Например: Между элементами одного и того же множества.
Между элементами множества Х = {1; 2; 3; 4} существует отношение «число х меньше числа у», причем элементы х и у принадлежат множеству X.
Х = {1;2;3;4}
Р = «число х меньше числа у» х, у Î X
Р = {<1; 2>; <1; 3>; <1; 4>; <2; 3>; <2; 4>; <3; 4>}
а) изображение при помощи графа.
[image: ]
б) при помощи графика
[image: ]
в) составлением таблицы
[image: ]
Из всего вышеизложенного следует, что отношения между элементами одного и того же множества задаются теми же способами, что отношения между элементами двух различных множеств. Отличия лишь в графах. Также как у других математических понятий у отношений существуют свои основные свойства:
1. Отношение R называется рефлексивным, если для любого x из множестваX истинно х R х (каждый элемент х Î Х находится в отношении R с самим собой).
2. Отношение R называется антирефлексивным, если ни один элемент х. Из множества X не находится в отношении R с самим собой. Отношение R называется симметричным, если для любых элементов х и y из множества X из xRy следует yRx.
3. Отношение R называется асимметричным, если ни для каких элементов х и у из множества X не может случиться что одновременно и xRy, и yRx.
4. Отношение R антисимметрично, если хRу и уRх одновременно выполняются в том и только в том случае, когда х = у.
5. Отношение R называется транзитивным, если для любых элементов х, y, z из множества X из того, что xRy и yRx следует xRz.
Рассмотренные теоретические положения находят свое отражение на страницах учебников математики для I–IV классов общеобразовательной школы.
В традиционном обучении вопросу отношений уделяется мало внимания. Чаще всего некоторые задания, связанные с пониманием отношений выступают в качестве иллюстративного материала.
Так, например, отношения равенства и неравенства вводятся в I классе, однако изучение их простейших свойств передвигается в курс алгебры, тогда как потребность в применении этих свойств возникает во всех классах от I–IV. В традиционном курсе математики практически не рассматриваются двучленные отношения, отношения между элементами двух множеств.
Значительно расширены возможности использования бинарных отношений и их свойств в альтернативных учебных программах обучения младших школьников математике – это в курсе математики, разработанный под руководством В.В. Давыдова [3]; в курсе математики, разработанный Н.Б. Истоминой [4]; в курсе математики Л.Г. Питерсон, Н.Я. Виленкин [5] и др.
Система учебных заданий, представленных, в названных источниках отражает, различные примеры отношений: в одном случае они характеризуют содержание учебного курса (К.И. Нешков, В.Н. Рудницкая, А.М. Пышкало «Математика I, ІІ, ІІІ класс» В.В. Давыдов «Математика I»), в других являются иллюстративным материалом, только в расширенном варианте по сравнению традиционным.
Но во всех программах развивающие возможности таких заданий ставятся во главу угла.
Вывод: Используя упражнения, описанные выше, в учебном процессе, педагог побуждает учеников к поиску, чем вызывает развитие мыслительных процессов.
Ученики в результате выполнения многих практических, творческих видов задания, научатся сравнивать две группы предметов, устанавливать в какой группе предметов больше (меньше) или столько же предметов в одной группе сколько и в другой. В итоге они освоят такие слова и словосочетания, как «больше», «меньше», «столько же», «столько, сколько» и будут упражняться во время сравнения в конкретных практических действиях.
Следовательно, каждое из заданий имеет свои развивающие функции, которые направлены на формирование у младших школьников понятий об отношениях.


Решение математических задач по теме: «Отношения»

1. Сколько всего сотен в числе 8008? .
2. Сколько минут составляет одна шестая часа?
3. Вычисли площадь квадрата со стороной 8 см
4. Какое время был в пути пешеход, если он прошел 12км со скоростью 4км/ч?
5. В 10 банках - 16 кг В 20 банках - ?кг 
Решение 1) 20 : 10 = 2 (раза) 2) 16 • 2 = 32 (кг) Ответ: 32 кг мёда в 20 банках

Отношение
Задача 1.
Сокол сапсан считается самым быстрым и самым глазастым живым существом на Земле. (Занесен в Красную книгу РФ и Брянской области). Его средняя скорость 322 км/ч. Найдите путь, который может преодолеть сапсан, если будет лететь 2 часа.
Решение: ?

Ответ: ?

Задача 2.
Известно, что 1 га леса вырабатывает за 1 час 3580 г кислорода. Сколько кислорода вырабатывает 1 га леса за сутки?
Решение: ?

Ответ: ?

Задача 3
По стволу дерева к кронам поднимается вода, которую испаряют лучи Солнца. Если вырубить деревья, эта вода будет скапливаться, и образуется болото. Взрослая берёза за сутки испаряет в среднем 80 литров воды, а липа – 200 литров. Сколько вёдер воды ежедневно испаряет каждое из этих деревьев, если одно ведро вмещает 10 литров?
Решение: ?

Ответ ?

Задача 4.
Двигаясь с постоянной скоростью, поезд прошел 60 м за 2 с. Какой путь пройдет поезд за 15 с?
Решение: ?

Ответ: ?
 






Решение математических задач по теме:  «Соответствия»

1. Какого цвета круг?
На столе лежат в ряд фигуры: треугольник, ромб, круг и квадрат. Цвета этих фигур - зеленый, чёрный, синий, красный. Фигура красного цвета лежит между зеленой и синей, справа от чёрной фигуры лежит ромб, круг лежит правее треугольника и ромба, причем треугольник лежит не с краю и, наконец, фигура синего цвета не лежит рядом с фигурой чёрного цвета. Какого цвета круг? 

2. Сотрудники
На одном заводе работают 3 товарища: токарь, сварщик и слесарь. Их фамилии Иванов, Петров и Сидоров. У слесаря нет ни братьев ни сестёр. Он - самый младший из друзей. Сидоров, женатый на сестре Петрова, старше токаря.

3. Очередная задача
В очереди четыре человека. Сара находится между Барри и Мэри. Мэри стоит перед двумя другими людьми, а Джон занимает место перед Мэри. Кто в очереди первый, второй, третий и четвертый?

4. Шарики в коробочках
Перед Вами пять коробочек: белая, черная, красная, синяя и зелёная. Также есть по два шарика для каждого из цветов. В каждой коробочке лежит по два шарика, причём цвета коробочки и шариков могут не совпадать. Также известно, что:
1. Ни один шарик не лежит в коробочке того же цвета, что и он сам;
2. В красной коробочке нет синих шариков;
3. В коробочке нейтрального цвета (то есть белого или чёрного) лежит один красный и один зелёный шарик;
4. В чёрной коробочке лежат шарики холодных тонов (зелёный и синий цвета);
5. В одной из коробочек лежат один белый и один синий шарик;
6. В синей коробочки находится один чёрный шарик.
Какого цвета шарики лежат в каждой коробочке? 
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