Инструкция

Уважаемые студенты, внимательно изучите текст лекций, разберите примеры и выполните задания для самоконтроля. (на проверку не отправлять). 
Тема 1.1. Понятие множества и его элемента.
Понятие множества.
Для сокращенной записи будем использовать следующие символы:
· a  A – а является элементом множества А;
· a  A – а не является элементом множества А;
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– пустое множество;
· {a, d, с} – множество, состоящее из трех элементов a, d и с;
· {x|Р(x)} – множество, состоящее из таких элементов х, для которых истинно утверждение
Р(х);
· A  B
· A  B
· A  B
· 
объединение множеств A и В;
· пересечение множеств А и В;
· А является подмножеством В;
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А \ В – разность множеств А и В;
· A – дополнение множества А до универсального множества;
· U – универсальное множество;
· a R b – между a и b существует бинарное отношение R.
Множество является самым широким понятием в математике и поэтому принимается без определения. Множество считается заданным, если относительно каждого объекта можно сказать, принадлежит он данному множеству или нет. Поэтому обычно говорят о множестве как о наборе предметов (элементов множества), наделённых определёнными общими свойствами. Множество книг в библиотеке, множество автомобилей на стоянке, множество звёзд на небосводе, растительный и животный мир Земли – всё это примеры множеств.
Конечное множество состоит из конечного числа элементов, например, множество страниц в книге, множество учеников в школе и т.д.
Пустое множество ( [image: image53.png]


) не содержит ни одного элемента, например, множество крылатых слонов, множество корней уравнения sin x = 2 и т.д.
Бесконечное множество состоит из бесконечного числа элементов, т.е. это множество, которое не является ни конечным, ни пустым. Примеры: множество действительных чисел, множество точек плоскости, множество атомов во Вселенной и т.д.
Счётное множество – множество, элементы которого можно пронумеровать. Например, множества натуральных, чётных, нечётных чисел. Счётное множество может быть конечным (множество книг в библиотеке) или бесконечным (множество целых чисел, его элементы можно пронумеровать следующим образом:
элементы множества: …, –5, – 4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, …
номера элементов: ... 11 9 7 5 3 1 2 4 6 8 10 ... ).
Несчётное множество – множество, элементы которого невозможно пронумеровать. Например, множество действительных чисел. Несчётное множество может быть только бесконечным.
Выпуклое множество – множество, которое наряду с любыми двумя точками А и В содержит также весь отрезок АВ. Примеры выпуклых множеств: прямая, плоскость, круг. Однако, окружность не является выпуклым множеством.
Способы задания множеств.
Если объект a является элементом множества A, то говорят, что a принадлежит A, и записывают
a  A . Запись a  A означает, что a не принадлежит A.
Множество может быть задано следующим образом:
· перечислением всех его элементов по их названиям (так описываются множество книг в библиотеке, множество учеников в классе, алфавит любого языка и т.д.);
Множество можно задать перечислением всех его элементов в любом порядке. Если множество A, например, состоит из первых четырех букв русского алфавита, то записывают
A = {а, б, в, г}.
· заданием общей характеристики (общих свойств) элементов данного множества (например, множество рациональных чисел, собаки, семейство кошачьих и т.д.);
Множество может быть задано с помощью характеристического свойства, т.е. такого свойства, которым обладают все элементы данного множества и не обладают никакие другие объекты. Если
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множество A задано с помощью характеристического свойства P, то записывают A  x Px
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Например, запись A  x x  R,7  x  3 означает, что множество A состоит из всех действительных
чисел, больших или равных −7 и меньших 3.
· формальным законом построения элементов множества (например, формула общего члена числовой последовательности, Периодическая система элементов Менделеева и т.д.).
Множество, состоящее из чисел, называют числовым множеством. Примерами числовых множеств являются:
N – множество натуральных чисел;
Z – множество целых чисел;
Q – множество рациональных чисел;
R – множество действительных чисел.
Пример 1.1. Запишем различными способами множество A, элементами которого являются натуральные числа, не превосходящие числа 6.
Решение. Натуральными числами, не превосходящими числа 6, являются: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Поэтому
множество A можно записать так: A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, или A = {1, 3, 5, 2, 4, 6}, или A = {6, 5, 4, 3, 2, 1}, или перечислением элементов в каком–либо другом порядке.
По условию множество A задано описанием характеристического свойства его элементов «Быть натуральным числом, не превосходящим числа 6». Используя это свойство, множество можно записать
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так: A  x x  N, x  6.
Пример 1.2. Прочитаем различными способами следующие записи:
а) 37  N ; б) 2,5 N .
Решение. а) Число 37 является натуральным. Число 37 принадлежит множеству N. Число 37 – элемент множества N. Число 37 содержится во множестве N. Множество N содержит число 37.
б) Число 2,5 не является натуральным. Число 2,5 не принадлежит множеству N. Число 2,5 не является элементом множества N. Число 2,5 не содержится во множестве N. Множество N не содержит числа 2,5.
Пример 1.3. Используя понятие характеристического свойства, зададим следующие множества:
A = {б, в, г, д, ж, з, к, л, м, н, п, р, с, т, ф, х, ц, ч, ш, щ};
B = {красный, оранжевый, желтый, зеленый, голубой, синий, фиолетовый};
C = {понедельник, вторник, среда, четверг, пятница, суббота, воскресенье}.
Решение.
Множества
A,
B
и
C
заданы
способом
перечисления
элементов.
Используя характеристические свойства, указанные множества можно задать следующим образом:
A – множество согласных букв русского алфавита;
B – множество цветов радуги;
C – множество дней недели.
Пример 1.4. Изобразим на числовой прямой элементы следующих множеств:
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а) A  x x  N,3  x  10; б) A  x x  Z,4  x  6; в) A  x x  R,5  x  8;
Решение.
а) Элементами множества A являются натуральные числа от 3 до 10, т.е. A = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.
Изобразим эти числа точками на числовой прямой.
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б) Множество B состоит из всех целых чисел, находящихся в промежутке от −4 до 6, т.е. B =
{−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}. Число 6 не принадлежит множеству B, поскольку x < 6. На числовой прямой множество B изображается так, как показано на рисунке
[image: image42.jpg]4

@) BUC ) An(BUC)




в) Множество C состоит из всех действительных чисел, принадлежащих промежутку от −5 до 8. Причем число −5 принадлежит множеству C, а число 8 не принадлежит. Изобразим множество C = [−5,
8) на числовой прямой.
[image: image43.jpg])




Отношения между множествами
Для наглядного представления множеств, отношений между множествами и операции над ними применяют своего рода диаграммы. Построение диаграммы заключается в изображении большого прямоугольника, представляющего универсальное множество U, а внутри него – кругов Эйлера, представляющих множества.
Вместо кругов Эйлера определенные множества изображают любые другие замкнутые фигуры, и такую иллюстрацию называют диаграммами Венна.
Для рассуждений, связанных с множествами, будем использовать язык диаграмм Эйлера Венна. Область, представляющую то подмножество, которое нас интересует, отметим штрихами.
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Первая диаграмма соответствует универсальному множеству U, вторая – его пустому подмножеству,
третья – произвольному множеству А.
Пусть имеем множества A и B. Элемент x называют общим элементом этих множеств, если
x  A иx  B . Если множества A и B имеют общие элементы (хотя бы один), то говорят, что они пересекаются
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или находятся в отношении пересечения. В этом случае используют запись A  B 
.Если каждый элемент множества B принадлежит множеству A, то записывают
B  A и читают: «B включается в A» или «A включает B», или «B является подмножеством A». Очевидно, что для любого
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множества  A выполняются условия:
 A  и  A  A . При этом
и  A  называют несобственными
подмножествами множества A.
Если A  B и B  A , то множества A и B называют равными и обозначают A = B. Равные
множества состоят из одних и тех же элементов. Все возможные случаи отношений между пересекающимися множествами представлены на рисунке.
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Если множества A и B не имеют общих элементов, то их называют непересекающимися. Диаграммы Эйлера–Венна для этого случая представлены на рисунке.
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Пример 1.5. Определим, в каких отношениях находятся множества A и B. Изобразим эти отношения при помощи диаграмм Эйлера–Венна, если:
а) A – множество гласных букв русского алфавита; B – множество звонких согласных.
б) A – множество натуральных чисел, кратных 3; B – множество натуральных чисел, кратных 9.
Решение. а) Поскольку множества A и B не имеют общих элементов, то они не пересекаются.
Поэтому на диаграммах Эйлера–Венна они будут изображаться так, как показано выше. б) Представим множества A и B в следующем виде:
A = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, ...};
B = {9, 18, 27, 36, ...}.
Из приведенных записей очевидно, что множества A и B пересекаются. Кроме того, каждый элемент
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множества B принадлежит множеству A, т.е. B  A . Соответствующая диаграмма представлена на рисунке.
Пример 1.6. Приведем примеры множеств, находящихся в отношениях, представленных на диаграммах.
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Решение. 1. Для случая, представленного на рисунке а, можно рассмотреть:
A – множество чисел, кратных 2; B – множество чисел, кратных 3; C – множество чисел, кратных 5.
Множества A и B пересекаются, так как содержат общие элементы – числа, кратные 6. Аналогично, множества B и C пересекаются, так как содержат числа, кратные 15. Множества A и C также содержат общие элементы – числа, кратные 10. Общими элементами для всех трех множеств A, B и C являются числа, кратные 30.
2. Примерами множеств, представленных на диаграмме б, могут служить:
A – множество частей речи;
B – множество существительных;
C – множество предлогов.
3. Диаграммы Эйлера–Венна будут иметь вид, представленный на рисунке в, если, например:
A – множество многоугольников;
B – множество равносторонних треугольников; C – множество равнобедренных треугольников; D – множество четырехугольников.
Пример 1.7. О каких множествах говорится в утверждении «Все студенты нашей группы участвовали в праздничной демонстрации»? Выделите эти множества и установите, в каких отношениях они находятся.
Решение. Выделим и обозначим множества, о которых идет речь в данном утверждении: это множество A – студентов некоторой группы и множество B – участников праздничной демонстрации. В данном утверждении сообщается, что все элементы множества A являются также элементами множества
B. По определению отношения включения это означает, что A  B .
Вопросы для самоконтроля
1) Дайте определение понятию множество.
2) Какие есть способы задания множеств?
3) Приведите пример множеств.
4) Какие бывают отношения между множествами?
Задания для самоконтроля
1. Назовите 5 элементов, принадлежащих множеству:
а) студентов вашей группы;
б) предметов, изучаемых на вашем факультете; в) хвойных деревьев;
г) комнатных растений; д) женских имен;
е) прочитанных вами книг;
ж) столиц европейских государств.
2. Какие из записей верны:
а) 0  N ;
б) 0  Z ;
в)

1  N ;
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г) 11  Q ;
д)  7  Z ;
е) 12  Z ;
3
3
3. Прочитайте различными способами:
а) 5  N ;
б) 0,5  N ;
в) 4,5  Q ;
г)


 Q ;
д)


 R ;
е)  9  Z .
4. Прочитайте записи и изобразите на числовой прямой множества:
а) A  x x  N, 1  x  6;
б) B  x x  Z,  4  x  4;
в) C  x x  R, x  3;

5. Используя рисунок, выясните, какие утверждения истинны, а какие ложны:
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а) AMN ; б)

B MN ; в)

ANX  ; г) M NB; д)

N AB; е)

B MX .
6. Найдите равные среди следующих множеств:
A = {1, 2, 3};
B = {I, II , III};

C   1,

4   9;
D = {{1, 2}, 3};
E = {3, 2, 1};
F = {1, {2, 3}}.
7. Даны множества:
A = {a, b, c, d, e, f};
B = {a, b, f};
C = {c, d, a};
D = {c, d, e, t}.
Какие из них являются подмножествами множества A? Является ли C подмножеством D?
8. Образуйте все подмножества множества:
а) A = {a, b};
б) B = {a, b, c};
в) C = {a, b, c, d}. Сколько их получилось в каждом задании?
10. Дано числовое множество A= {7, 13, 15, 17, 27, 35, 40, 56, 63, 72, 83}. Выпишите его подмножества, которые являются:
а) простыми числами; б) четными числами; в) нечетными числами;
г) числами, делящимися на 4; д) числами, делящимися на 7; е) числами, делящимися на 5.
11. Принято обозначать:
N − множество натуральных чисел;
P − множество простых чисел;
N2k − множество четных натуральных чисел; N2k+1 − множество нечетных натуральных чисел; N5k − множество натуральных чисел, кратных 5.
Используя указанные обозначения и символ , укажите, каким из данных множеств принадлежат числа: 1; 2; 5; 7; 8; 10; 17; 15; 21.
12. Задайте с помощью характеристических свойств следующие множества:
A = {январь, февраль, март};
B = {декабрь, январь, февраль};
C = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90};
D = {– 8, – 6, – 4, – 2, 0, 2, 4, 6, 8};
E = {2, 9};
F = {–5, 3, 7};
K = .
Операции над множествами.
Операции над множествами.
Объединением множеств А1 и А2 называют множество В, состоящее из всех тех элементов, которые принадлежат хотя бы одному из множеств А1, А2. Тот факт, что В есть объединение А1 и А2,
записывается: B  A1  A2 , B  x | x  A1 или x  A2 .
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На рисунке вся заштрихованная область представляет собой множество В.
Пример 1.1. Пусть Х – множество студентов 1 курса одного факультета университета, учащихся на
«отлично» и «хорошо», а Y – множество студентов 1 курса другого факультета университета, учащихся
аналогично. Определить множество X  Y .
Решение. X  Y – это множество студентов 1 курса двух факультетов, успевающих на «Хорошо» и
«отлично».
Пересечением множеств А1 и А2 называют множество В, состоящее из всех тех и только тех элементов, которые принадлежат и множеству А1, и множеству А2 одновременно. То, что В есть
пересечение А1 и А2, записывают так:  B  A1    A2 ,  B  x | x  A1  и x  A2 .
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Пример 1.2. Пусть Х – множество государственных предприятий с годовым оборотом b не ниже а. Пусть Y – множество предприятий с годовым оборотом b не выше с. (Пусть a < c.) . Определить
пересечение множество X  Y .
Решение. Пересечение множеств X  Y означает совокупность объектов с годовым оборотом b,
удовлетворяющим неравенству a  b  c .
Разностью множеств А1 и А2 называют множество В, состоящее только из тех элементов множества А1, которые не содержаться в А2.
Разность множеств обозначается:  B  A1  \ A2 ,  B  x | x  A1 , x  A2 .
Разность   –   операция   строго   некоммутативная.   В   общем   случае
A1 \ A2  A2 \ A1 .

Дополнением (до U) множества А называется множество A всех элементов, не принадлежащих А,
но принадлежащих универсальному множеству U. A  U \ A .
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Пример 1.3. Даны множества A1 = {a, b, c}; A2 = {c, d, e, f}; U = {a, b, c, d, e, f}. Осуществить над множествами операции: а) объединения; б) пересечения; в) разности; г) дополнения.
Решение. а) объединение множеств А1 и А2 содержит все элементы, принадлежащие множествам А1
и А2: A1  A2  a,b, c, d, e, f ;
б) пересечение множеств А1 и А2 содержит только элементы, принадлежащие и первому, и второму
множествам: A1  A2  c;
в) используя определение разности множеств, получаем:

A1 \ A2  a, b,

A2 \ A1  d, e, f ;
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г)  дополнение  A1
содержит только те элементы множества U, которые не принадлежат А1:
A1  U \ A1  d, e, f . Аналогично, A2  U \ A2  a, b.
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Пример 1.4. Пусть A = {1, 3}, B = {2, 3, 4}, C = {2, 4}, U = {1, 2, 3, 4}. Найти: а)
в) A  B ; г) B \ C  A .

A  B ; б)

A  B ;
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Решение. а) Найдем A  B .
A – это дополнение множества А до множества U, т.е. чтобы получить A из элементов множества
U = {1, 2, 3, 4}, исключим элементы множества A = {1, 3}. Получим: A  U \ A  1,2,3,4\ 1,3 2,4.
Аналогично вычислим дополнение множества В до универсального множества U. Оно содержит только те элементы, которые не принадлежат множеству В.
B  U \ B  1,2,3,4\ 2,3,4 1.
Объединение

б) Определим A  B .

A  B  2,4 1 1,2,4.
Найдем множество A  B . Оно содержит только те элементы, которые принадлежат и множеству
A = {1, 3} и множеству B = {2, 3, 4}. Очевидно, что такой элемент только один. Получаем

A  B  3.
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Дополнение A  B

содержит только те элементы универсального множества U, которые не
принадлежат множеству A  B .
A  B  U \ A  B. Окончательно получаем:
A  B  1,2,3,4\ 3 1,2,4.
в) Найдем множество A  B .
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



A  B содержит только те элементы, которые принадлежат и множеству А, и множеству

B  1.
Легко видеть, что такой элемент только один:
A  B  1,3\ 1 1.
г) Определим, что представляет собой множество B \ C  A . Разность множеств В и С – это множество, состоящее только из тех элементов множества В, которые содержаться в множестве С: B \ C  2,3,4\ 2,4 3.
Объединяя полученное множество с множество А, получаем: B \ C  A  3 1,3 1,3 (так как один и тот же элемент не указывают несколько раз).
Пример 1.5. Представить множество

A  B  C диаграммой Эйлера-Венна.
Решение. Начнем с изображения универсального множества U в виде прямоугольника и множеств А, В и С в виде кругов в этом прямоугольнике. Круги, изображающие множества А, В и С, размещены так, чтобы они имели общие области.
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Изобразим множество B  C . Для этого заштрихуем множество В и всю область универсального
множества за исключением множества С. Линии штриховки в области множества В и множества C
наносим под разными углами. Область, куда попала хотя бы одна из штриховок, представляет собой
множество B  C .
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Изобразим на диаграмме рисунка множество А штриховкой в одном направлении, а множество
B  C – штриховкой в другом направлении. Искомое множество A  B  C представлено площадью
с двойной штриховкой. Выделим полученное решение жирной линией.
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Пример 1.6. С помощью диаграммы Эйлера–Венна изобразить множество A  C B  C.
Решение. Последовательность построения диаграммы представлена на рисунке:
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Пример 1.7. С помощью диаграмм Эйлера–Венна и конкретных множеств доказать справедливость
соотношения: A  B  C A  B A  C.
Решение. Левой части равенства соответствуют диаграммы, приведенные на рисунке. Множество
A  B  C изображено двойной штриховкой на правой диаграмме.
Построим диаграммы для правой части равенства

A  B  C A  B A  C:
Сравнение конечных диаграмм подтверждает справедливость доказываемого соотношения.
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Пусть А = {☺, ♪, ∆}, B = {☺, ☻}, C = {☻, ♪, ∆, ☼}. Определим множество, соответствующее левой части равенства: B  C  {☺, ☻}  {☻, ♪, ∆, ☼} = {☺, ☻, ♪, ∆, ☼}.
Множество A  B  Cсодержит элементы, принадлежащие множеству А и множеству


B  C :
A  B  C = {☺, ♪, ∆}  {☺, ☻, ♪, ∆, ☼} = {☺, ♪, ∆}.
(1)
Для правой части равенства:
A  B
A  C

= {☺, ♪, ∆}  {☺, ☻} = {☺},
= {☺, ♪, ∆}  {☻, ♪, ∆, ☼} = {♪, ∆}.
Окончательно получаем:
A  BA  C  {☺}  {♪, ∆} = {☺, ♪, ∆}.
(2)
Таким образом, левая (1) и правая (2) части равенства соответствуют одному и тому же множеству, т.е. равенство доказано.
Пример 1.8. Пусть универсальное множество U – множество всех учащихся и преподавателей некоторого техникума; А – множество всех преподавателей; В – множество учащихся, успевающих по всем дисциплинам на «отлично»; С – множество неуспевающих учащихся; D – множество учащихся в группе № 1. Каков содержательный смысл каждого из следующих множеств:
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а) A ;
б) B ; в)
Решение.

B  D ;
г)

D \ C ;
д)

A  C ;
е) A  B  D;
ж) C \ D ?
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



а) A – множество всех учащихся техникума (без преподавателей);
б) B – множество преподавателей и учащихся, кроме успевающих по всем предметам на «отлично»;
в) B  D – множество отличников, обучающихся в группе № 1;
г) D \ C – множество учащихся группы № 1, справляющихся с учебным планом;
д) A  C – множество преподавателей и всех успевающих учащихся;
е) A  B  D – множество преподавателей и отличников из группы № 1;
ж) C \ D – множество неуспевающих учащихся всех групп, кроме первой.
Пример 1.9. Проиллюстрировать на содержательном примере не коммутативности операции разности множеств: А \ В ≠ В \ А.
Решение. Пусть А = {1, 6, 8, 11, 15, 21}, В = {1, 3, 8, 13}.
А \ В = {6, 11, 15, 21}, В \ А = {3, 13}.
Сравнение множеств А \ В и В \ А свидетельствует о том, что они не равны и, следовательно, подтверждают не коммутативность операции разности множеств.
Пример
1.10.
Докажите
на
содержательном
примере
справедливость
соотношения:
A  B  C A  B A  C.
Решение. Пусть А = {α, β, γ}, B = {π}, C = {ρ, φ, π , γ}.
A B  C  { α, β, γ , π} – множество, стоящее в левой части равенства.
A  B  { α, β, γ , π}, A  C  { α, β, γ , ρ, φ, π}.
Множество, соответствующее правой части равенства:
A  BA  C  { α, β, γ , π}. Множества левой и правой части совпали.
Свойства операций над множествами.
1. Закон идемпотентности для объединения и пересечения множеств:
X  X  X ,
2. Закон коммутативности:
X Y  Y  X ,
3. Закон ассоциативности:.
X  Y  Z  X Y  Z,
4. Закон дистрибутивности:
X  Y  Z  X Y X  Z ,
5. Законы поглощения:
X X Y  X ,

X  X  X .
X Y  Y  X .
X  Y  Z  X Y  Z .
X  Y  Z  X Y X  Z  .
X X Y  X .
6. Законы, описывающие свойства пустого и универсального множества по отношению к объединению и пересечению:
Х  [image: image23.png]


  = Х,

X 
=
,
7. Законы дополнения:

X U  U ,

X  X  U ,

X U  X .
X  X   [image: image24.png]


 .
8. Закон инволютивности дополнения:
X   X .
9. Закон Де Моргана:
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X Y  X Y ,
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X Y  X Y .
Истинность каждого тождества проще всего проверяется построение диаграмм Эйлера–Венна отдельно для левой и правой частей, с последующим сравнением результатов. Большая часть из соотношений 1 – 9 является очевидной. Докажем с помощью диаграмм справедливость 9 свойства       X Y  X Y .
Левая часть равенства:
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Правая часть равенства:
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Совпадение конечных диаграмм для левой и правой частей доказывает рассмотренное тождество.
Декартово произведение. Число элементов в декартовом произведении.
Декартово произведение.
Используя две цифры, например, 3 и 5, можно записать четыре двузначных числа: 35, 53, 33 и 55. Несмотря на то что числа 35 и 53 записаны с помощью одних и тех же цифр, эти числа различные. В том случае, когда важен порядок следования элементов, в математике говорят об упорядоченных наборах элементов. В рассмотренном примере мы имели дело с упорядоченными парами.
Упорядоченную пару, образованную из элементов a и b, принято записывать, используя круглые скобки: (a, b). Элемент а называют первой координатой (компонентой) пары, а элемент b – второй координатой (компонентой) пары.
Пары (а; b) и (с; d) равны в том и только в том случае, когда а = с и b = d.
В упорядоченной паре (а; b) может быть, что а = b. Так, запись чисел 33 и 55 можно рассматривать как упорядоченные пары (3; 3) и (5; 5).
Упорядоченные пары можно образовывать как из элементов одного множества, так и двух множеств. Пусть, например, А = {1, 2, 3}, В = {3, 5}. Образуем упорядоченные пары так, чтобы первая компонента принадлежала множеству А, а вторая – множеству В. Если мы перечислим все такие пары, то получим множество: {(1; 3), (1; 5), (2; 3), (2; 5), (3; 3), (3; 5)}.
Видим, что имея два множества А и В, мы получили новое множество, элементами которого являются упорядоченные пары чисел. Это множество называют декартовым произведением множеств А и В.
Определение. Декартовым произведением множеств А и В называется множество всех пар, первая компонента которых принадлежит множеству А, а вторая компонента принадлежит множеству В.
Декартово произведение множеств А и В обозначают А В. Используя это обозначение, определение декартова произведения можно записать так:
A B  x; yx  A и y  B.
3адача 1. Найдите декартово произведение множеств А и В, если:
а) A = {т; р}, В = {e, f, k}; 6) A = B = {3, 5}.
Решение. а) Действуем согласно определению – образуем все пары, первая компонента которых
выбирается из А, а вторая – из В: A B  m;e, m; f , m; k , p;e, p; f , p; k .
б) Декартово произведение равных множеств находят, образуя всевозможные пары из элементов данного множества: А А = {(3; 3), (3; 5), (5; 3), (5; 5)}.
Выясним, какими свойствами обладает операция нахождения декартова произведения. Так как декартовы произведения А В и В А состоят из различных элементов, то операция нахождения декартова произведения множеств свойством коммутативности не обладает.
Аналогично рассуждая, можно доказать, что для этой операции не выполняется и свойство ассоциативности. Но она дистрибутивна относительно объединения и вычитания множеств, т.е. для любых множеств А, В и С выполняются равенства:
A  B C  A  C B  C,
A \ B C  A  C \ B  C.
Задача 2. Проверьте справедливость свойства дистрибутивности декартова произведения относительно объединения, если: А = {3; 4; 5}, В = {5; 7}, С = {7; 8}.
Решение. Найдем объединение множеств А и В: А  В = {3, 4, 5, 7}. Далее перечислим элементы
множества A  B C , используя определение декартова произведения: A  B C = {(3; 7), (3; 8), (4; 7), (4; 8), (5; 7), (5; 8), (7; 7), (7; 8)}.
Чтобы найти элементы множества A C B  C, перечислим сначала элементы множеств А С и
В  С:
А С = {(3; 7), (3; 8), (4; 7), (4; 8), (5; 7), (5; 8)}
В С = {(5; 7), (5; 8), (7; 7), (7; 8)}.
Найдем объединение полученных декартовых произведений:
A C B  C = {(3; 7), (3; 8), (4; 7), (4; 8), (5; 7), (5; 8), (7; 7), (7; 8)}.
Видим, что множества A  B C

и A C B  C

состоят из одних и тех же элементов,
следовательно, для данных множеств А, В и С справедливо равенство A  B C = A C B  C.
Выясним теперь, как можно наглядно представлять декартово произведение множеств.
Если множества А и В конечны и содержат небольшое число элементов, то можно изобразить декартово произведение этих множеств При помощи графа или таблицы. Например, декартово произведение множеств А = {1, 2, 3} и В = (3, 5} можно представить так, как показано на рис. 1, а, б.
Рис. 1
Декартово произведение двух числовых множеств (конечных и бесконечных) можно изображать на координатной плоскости, так как каждая пара чисел может быть единственный образом изображена точкой на этой плоскости. Например, декартово произведений А В множеств А = (1, 2, 3} и В
= (3, 5} координатной плоскости будет выглядеть так, как показано на рисунке 2.
Заметим, что элементы множества А мы изобразили на оси Ох, а элементы множества В – на оси Оу.
Рис. 2
Такой способ наглядного представления декартова произведения двух числовых множеств удобно использовать в случае, когда хотя бы одно из них бесконечное.
Задача 3. Изобразите на координатной плоскости декартово произведение А В, если; а) А = {1, 2, 3}, В = [3, 5];
б) А = [1, 3], В = [3, 5];
в) А = R, В = [3, 5];
г) А = R, В = R.
Решение. а) Так как множество А состоит из трех элементов, а, множество В содержит все действительные числа от 3 до 5, включая и сами эти числа, то декартово произведений А В будет состоять из бесконечного множества пар, первая компонента которых либо 1, либо 2, либо 3, а вторая – любое действительное число из промежутка [3, 5]. Такое множество пар действительных чисел на координатной плоскости изобразится тремя отрезками (рис. 3).
Рис. 3
б) В этом случае бесконечны оба множества А и В. Поэтому первой координатой пары, принадлежащей множеству А В, может быть любое число из промежутка [1, 3], и, следовательно, точки, изображающие элементы декартова произведения данных множеств А и В, образуют квадрат (рис. 4). Чтобы подчеркнуть, что элементы декартова произведения изображаются и точками, лежащими внутри квадрата, этот квадрат можно заштриховать.
в) Этот случай отличается от предыдущего тем, что множество А состоит из всех действительных чисел, т.е. абсцисса точек, изображающих элементы множества А В, принимает все действительные значения, в то время как ордината выбирается из промежутка [3, 5]. Множество таких точек образует полосу (рис. 5).
Рис. 4
Рис. 5
г) Декартово произведение R R состоит из всевозможных действительных чисел. Точки, изображающие эти пары, сплошь заполняют координатную плоскость. Таким образом, декартово произведение R R содержит столько же элементов, сколько точек находится на координатной плоскости.
В математике и других науках рассматривают не только упорядоченные пары, но и упорядоченные наборы из трех, четырех и т.д. элементов. Например, запись числа 367 – это упорядоченный набор из трех элементов, а запись слова «математика» – это упорядоченный набор из 10 элементов.
Упорядоченные наборы часто называют кортежами и различают по длине. Длина кортежа – это число элементов, из которых он состоит. Например, (3; 6; 7) – это кортеж длины 3, (м, а, т, е, м, а, т, и, к, а) – это кортеж длины 10.
Рассматривают в математике и декартово произведение трех, четырех и вообще п множеств.
Определение. Декартовым произведением множеств A1, А2, ..., An называется множество всех кортежей длины п, первая компонента которых принадлежит множеству A1, вторая – множеству А2, …, п–я – множеству An.
Декартово произведение множеств A1, А2, ..., An обозначают так: A1 А2 ... An.
Задача 4. Даны множества: A1 = {2, 3}, А2 = {3, 4, 5}, A3 = {6, 7}. Найти A1 А2 A3.
Решение. Элементами множества A1 А2 A3 будут кортежи длины 3 такие, что первая их компонента принадлежит множеству A1, вторая – множеству A2, третья – множеству A3.
A1А2A3 = {(2, 3, 6), (2, 3, 7), (2, 4, 6), (2, 4, 7), (2, 5, 6), (2, 5, 7), (3, 3, 6), (3, 3, 7), (3, 4, 6), (3, 4, 7),
(3, 5, 6), (3, 5, 7)}.
Мощность множества.
До сих пор мы рассматривали множества с точки зрения операций над ними. Теперь займемся сравнением множеств по количеству элементов.
Чтобы узнать, одинаковое ли число элементов в конечных множествах А и В, достаточно пересчитать их. Ясно, что для бесконечных множеств такой способ не годится.
Есть и другой способ сравнения конечных множеств. Пусть каждому элементу множества А поставлен в соответствие в силу какого бы то ни было правила или закона некоторый определенный элемент множества В; если при этом каждый элемент множества В оказывается поставленным в соответствие одному и только одному элементу множества А, то говорят, что между множествами А и В установлено взаимно однозначное соответствие.
Пример взаимно однозначного соответствия между множествами А и В приведен на рисунке 6, а. Соответствие между множествами А и В на рис. 6, б не является взаимно однозначным, поскольку различным элементам а1 и а5 множества А соответствует один элемент b2 ∈ B, а элемент b4 ∈ B не соответствует никакому элементу множества А.
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Рис. 6
Существование взаимно однозначного соответствия между конечными множествами равносильно тому, что они содержат одинаковое число элементов.
Важнейшая заслуга Г. Кантора состояла в том, что он применил идею взаимно однозначного соответствия для сравнения бесконечных множеств.
Множества А и В называются эквивалентными, если между ними можно установить взаимно однозначное соответствие. О множествах А и В в этом случае говорят, что они имеют одинаковую мощность.
Таким образом, для бесконечных множеств слово «мощность» означают то же, что для конечных множеств «число элементов».
Число элементов в декартовом произведении.
Нам известно, как находят декартово произведение конечных множеств. Например, если
А = {x, y, z}, В = {т, р}, то А В = {(x, m), (х, p), (у, т), (у, р), (z, т), (z, р)}. Чтобы ответить на вопрос:
«Сколько элементов в полученном множестве?», достаточно пересчитать их. А как определить число элементов в декартовом произведении множеств, не образуя его и не обращаясь к пересчету элементов?
Можно доказать, что если в множестве А содержится а элементов, а в множестве В – b элементов, то в декартовом произведении множеств А и В содержится a∙b элементов, т.е.
nA B  nA nB  a  b .
Правило распространяется на случай t множеств, т.е.  nA1   A2   At    nA1  nA2  nAt  
Например, если в множестве А содержится 3 элемента, в множестве В – 4 элемента, в множестве С
· 5 элементов, то в их декартовом произведении будет содержаться 3 ∙ 4 ∙ 5 = 60 упорядоченных наборов из трех элементов.
Полученные формулы можно использовать при решении задач.
Задача 5. У Маши 3 различных юбки и 4 различных кофты. Сколько различных комплектов, состоящих из юбки и кофты, она может составить?
Решение. Пусть А – множество юбок у Маши, В – множество; кофт у нее. Тогда, по условию задачи, п(А) = 3, п(В) = 4. Требуется найти число возможных пар, образованных из элементов множеств А и В, т.е. п(А В). Но согласно правилу п(А В) = п(А) ∙ п(В) = 3 ∙ 4 = 12. Таким образом, из 3 юбок и 4 кофт Маша может, составить 12 различных комплектов.
Задача 6. Сколько двузначных чисел можно записать, используя цифры 5, 4 и 7?
Решение. Запись любого двузначного числа состоит из двух цифр и представляет собой упорядоченную пару. В данном случае эти пары образуются из элементов множества А = {5, 4, 7}. В задаче требуется узнать число таких пар, т.е. число элементов в декартовом произведении А А. Согласно правилу п(А  А) = п(А) ∙ п(А) = 3 ∙ 3 = 9. Значит, двузначных чисел, записанных с помощью цифр 5, 4 и 7, будет 9.
Часто при решении задач, аналогичных рассмотренным выше, требуется не только ответить на вопрос о том, сколько существует возможных вариантов ее решения, но и осуществить перебор этих вариантов. Например, в задаче 6 можно предложить записать все двузначные числа, используя цифры 5, 4 и 7.
Существует единый подход к осуществлению такого перебора – строится схема, называемая деревом возможных вариантов. Так, для задачи 6 она будет иметь вид (рис. 7):
Рис. 7
Эта схема действительно похожа на дерево, правда, растет оно вниз, и у него нет ствола. То, что дерево растет как бы «вверх ногами», удобно при построении схем такого вида. Знак * изображает корень дерева, ветвями которого являются различные варианты решения задачи. Чтобы получить двузначное число, надо сначала выбрать цифру десятков – для этого есть три варианта: 5, 4 или 7. Поэтому из * проведены три отрезка и на их концах поставлены цифры 5, 4 и 7. Затем надо выбрать цифру единиц, а для этого также есть три варианта: 5, 4 или 7. Поэтому от цифр 5, 4 и 7 проведено по три отрезка, на концах которых опять стоят цифры 5, 4 или 7. Чтобы прочитать полученные варианты, надо пройти по всем ветвям построенного дерева сверху вниз.
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