Инструкция

Уважаемые студенты, внимательно изучите текст лекций и разберите примеры. 
Тема 1.3. Положительная скалярная величина. Стандартные единицы величин. Процесс ее измерения.

Натуральные числа возникли в глубокой древности из потребности вести счёт реальных объектов или явлений. Однако эти реальные объекты или явления обладают особыми свойствами, которые не поддаются счёту. Их назвали величинами. Например, свойства предметов иметь протяжённость (нить, лента, провод, беговая дорожка) называется длиной. Когда же речь заходит о величине комнаты, спортивной площадки, огорода и т.п., то возникает понятие площади. Если мы говорим о силе, с которой тела притягиваются землей, то приходим к понятию массы тела. О величине бассейна, цистерны с нефтью, бочки с водой и т.п. мы можем судить с помощью объёма тела. 

Таким образом, длина, площадь, масса, объем – это величины. 

Задание. Приведите примеры других величин, с которыми Вы сталкиваетесь в повседневной жизни. 

Разные величины характеризуют и разные особые свойства реальных объектов или явлений – их называют разнородными величинами. Если величины выражают одно и то же свойство реальных объектов или явления, то их называют величинами одного и того же рода или однородными величинами. Например, длина стола, рост человека, длина куска проволоки – это однородные величины. Масса человека, масса автомобиля, масса Земли – это тоже однородные величины. А вот рост человека и масса этого же человека – это разнородные величины. Из последнего примера очевидно, что один и тот же реальный объект или явление могут характеризоваться несколькими величинами. 

Величины, как свойства реальных объектов, обладают еще одной особенностью: их можно оценивать количественно.

 Сравнивая однородные величины непосредственно, мы можем установить их равенство или неравенство. Например, мы может установить, какой человек выше (или ниже) или рост их одинаков визуально. Так же мы можем установить, какой из шаров тяжелее (или легче) или же массы их примерно одинаковы, положив их на руки. 

Чтобы получить более точный результат сравнения (например, на сколько рост одного человека больше роста другого или масса одного шара меньше массы второго шара), необходимо величины измерить. 

Чтобы осуществить измерение данного рода величин, выбирают величину, которую называют единицей измерения и обозначают буквой Е. Если задана величина А и выбрана единица измерения величины Е, то измерить величину А – это значит найти такое положительное действительное число х, что А = х ∙ Е. 

Это положительной действительное число х называют численным значением величины А при единице измерения Е. Если А = х ∙ Е, то число х показывает, во сколько раз величина А больше (или меньше) величины Е, принятой за единицу измерения величины А. Если А = х ∙ Е, то число х называют мерой величины А при единице измерения Е и пишут: х = mЕ (А). В связи с этим вспомните известный мультфильм о слоненке, попугае и удаве. И эпизод, когда друзья поставили перед собой задачу измерить длину удава. 

В практической деятельности при измерении величин люди пользуются стандартными единицами величин: так, например, длину измеряют в километрах, в метрах, в сантиметрах и т.д., а время – в часах, в минутах, в сутках и т.д.

 Результаты измерения принято записывать в таком виде: 7,5 м, 13 часов, 3,8 кг и т.д. 

Исходя из определения понятия измерения величины, эти записи можно рассматривать как произведение числа на единицу измерения.

 Так, например, 7,5 м = 7,5 ∙ 1 м, 13 часов = 13 ∙ 1 час, 3,8 кг = 3,8 ∙ 1 кг и т.д.

 Используя это, а также определения умножением величины на число, можно легко обосновать процесс перехода от одной единицы величины к другой. 

Процесс решения таких задач выглядит так:

 а) 5/12часа = 5/12 ∙ 1 час = 5/12 ∙ 60 мин = 5/12 ∙ 60∙1 мин = 25∙1 мин = 25 мин; 

б) 7/25кг = 7/25 ∙ 1 кг = 7/25 ∙ 1000 г = 7/24∙1000∙ 1 г = 280 ∙ 1 г = 280 г. 

Величины, которые определяются одним численным значением, называются скалярными величинами. 

Если при выбранной единице измерения скалярная величина принимает только положительные значения, то ее называют положительной скалярной величиной. 

Так, например, положительными скалярными величинами являются длина, масса, площадь, время, объем, стоимость и количество товара и др. 

 Измерение величин позволяет переходить от сравнения величин к сравнению числе, от действий над величинами к соответствующим действиям над числами (и наоборот).

 1. Если величины А и В измерены при помощи единицы измерения Е, то отношение между величинами А и В будут такими же, как и отношения между их численными значениями, и наоборот: А = В mЕ (А) = mЕ (В); А < В mЕ (А) В mЕ (А) >mЕ (В).

 2. Если величины А и В измерены при помощи одной и той же единицы измерения Е, то для нахождения численного значения суммы величин (А и В) достаточно сложить численные значения величин А и В: А + В = СmЕ (А + В) = mЕ (А) + mЕ (В).

 3. Если величины А и В таковы, что В = х ∙ А, где х – положительное действительное число и величина А измерена при помощи единицы измерения Е, то чтобы найти численное значение величины В при единице измерения Е, достаточно число х умножить на численное значение величины А при единице измерения Е, т.е. В = х ∙ АmЕ (В) = х ∙ mЕ (А). 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ВЕЛИЧИНЫ

Геометрические величины — это свойства геометрических фигур, характеризующих их форму и размеры. К ним относятся: длина, пло​щадь, объем и величина угла. Это скалярные величины, так как они определяются своими численными значениями.

В геометрии прежде всего изучают то число, которое получается в результате измерения величины, т.е. меру величины при выбранной единице величины. Поэтому часто это число называют длиной, площадью, объемом. Относительно этого числа решают различные теоре​тические задачи, в частности, каким требованиям оно должно удовлетворять как мера величины, существует ли оно, каким образом его можно определить. Вообще правила измерения геометрических величин и их обоснование - важнейшая задача геометрии.

Вопросы, связанные с измерением геометрических величин, достаточно трудны, поэтому рассмотрим их в небольшом объеме, особо выделив те, которые непосредственно связаны с изучением величин в начальной школе.

1. Длина отрезка и ее измерение
Понятие длины отрезка и ее измерения были уже использованы неоднократно, в частности, когда рассматривали натуральное число как меру величины. В этом пункте мы только обобщим представле​ния о длине отрезка как геометрической величине.

В геометрии длина — это величина, характеризующая протяженность отрезка, а также других линий (ломаной, кривой). В нашем курсе будет рассмотрено только понятие длины отрезка. При его определении будем использовать введенное в теме 18 понятие «отрезок состоит из отрезков».

Определение. Длиной отрезка называется положительная величина, обладающая следующими свойствами: 1) равные отрезки имеют равные длины; 2) если отрезок состоит из двух отрезков, то его длина равна сумме длин его частей.
Эти свойства длины отрезка используются при ее измерении. Чтобы измерить длину отрезка, нужно иметь единицу длины. В геометрии такой единицей является длина произвольного отрезка.

Как показано в теме 18, результатом измерения длины отрезка является положительное действительное число - его называют численным значением длины отрезка при выбранной единице длины или мерой длины данного отрезка. Если обозначить длину отрезка буквой X, единицу длины - Е, а получаемое при измерении действительное число - буквой а, то можно записать: а=mЕ (Х) или Х = а∙Е.

Получаемое при измерении длины отрезка положительное действительное число должно удовлетворять ряду требований:

1. Если два отрезка равны, то численные значения их длин тоже равны.

2. Если отрезок х состоит из отрезков х1 и х2, то численное значение его длины равно сумме численных значений длин отрезков х1 и х2.

3. При замене единицы длины численное значение длины данного отрезка увеличивается (уменьшается) во столько раз, во сколько новая единица меньше (больше) старой.

4. Численное значение длины единичного отрезка равно единице.

Доказано, что положительное действительное число, являющееся мерой длины заданного отрезка, всегда существует и единственно. Доказано также, что для каждого положительного действительного числа существует отрезок, длина которого выражается этим числом.

Заметим, что часто, ради краткости речи, численное значение длины отрезка называют просто длиной. Например, в задании «Найдите длину данного отрезка» под словом «длина» подразумевается числен​ное значение длины отрезка. Не менее часто допускают и другую вольность - говорят: «Измерь отрезок» вместо «Измерь длину отрезка».

Задача. Построить отрезок, длина которого 3,2Е. Каким будет численное значение длины этого отрезка, если единицу длины Е увеличить в 3 раза ?

Решение. Построим произвольный отрезок и будем считать его единичным. Затем построим прямую, отметим на ней точку А и отложим от нее 3 отрезка, длины которых равны Е. Получим отрезок АВ, длина которого 3Е (рис. 1). 
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Чтобы получить отрезок длиной 3,2Е, надо ввести новую единицу длины. Для этого единичный отрезок надо разбить либо на 10 равных частей, либо на 5, поскольку 0,2 = 
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. Если от точки В отложить отрезок, равный 
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 единичного, то длина отрезка АС будет равна 3,2Е. 

Чтобы выполнить второе требование за​дачи, воспользуемся свойством 3, согласно которому при увеличении единицы длины в 3 раза численное значение длины данного отрезка уменьшается в 3 раза. Разделим 3,2 на 3, получим:

3,2: 3 == 3
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: 3 = 
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 = 1
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. Таким образом, при единице длины 3Е численное значение длины построенного отрезка АС будет равно 1
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2. Величина угла и ее измерение
Каждый угол имеет величину. Специального названия для нее в геометрии нет.

Определение. Величиной угла называется положительная величина, определенная для каждого угла так, что: 1) равные углы имеют равные величины; 2) если угол состоит из двух углов, то его величина равна сумме величин его частей.
Эти свойства лежат в основе измерения величины угла. Оно аналогично измерению длины отрезка и состоит в сравнении измеряемой величины угла с величиной угла, принятой за единицу. Единичный угол, а если нужно и его доли, откладываются на угле, величина кото​рого измеряется. В результате получается численное значение величины угла или мера величины угла при данной единице измерения.

Число, которое получается в результате измерения величины угла, должно удовлетворять ряду требований - они аналогичны требованиям, предъявляемым к числовому значению длины отрезка.

На практике за единицу величины угла принимают градус -
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 часть прямого угла. Один градус записывают так: 1°. Величина прямого угла равна 90°, величина развернутого - 180°.

Градус делится на 60 минут, а минута на 60 секунд. Одну минуту обозначают 1', одну секунду – 1''. Так, если мера величины угла равна 5 градусам 3 минутам и 12 секундам, то пишут 5°3'12". Если нужна большая точность в измерении величин углов, используют и доли секунды. Заметим, что часто вместо «величина угла» говорят «угол». Например, вместо «величина угла равна 45 градусам» говорят, что «угол равен 45 градусам».

На практике величины углов измеряют с помощью транспортира. Для более точных измерений пользуются и другими приборами.

Тема 1.5. Системы счисления
Понятие «система счисления»

Подумайте, сколькими разными способами можно записать число «десять». Один способ уже представлен в предыдущем предложении.  Можно назвать еще достаточно много способов написания этого числа: 10, X, ten и т.д.  Очевидно, что от написания названия числа его значение – «вес» – не изменяется.  Следовательно, под числом понимается его величина, а не его символьная запись. Понятие числа – фундаментальное понятие как математики, так и информатики.  Символы, при помощи которых записывается число, называются цифрами. 

Под системой счисления принято называть совокупность приемов обозначения (записи) чисел. Различают позиционные и непозиционные системы счисления.  

Непозиционная система счисления – система счисления, в которой для обозначения чисел вводятся специальные знаки, количественное значение которых («вес» символа) всегда одинаково и не зависит от их места в записи числа. Самым известным примером непозиционной системы счисления является римская система счисления.  В римской системе счисления для записи числа в качестве цифр используются буквы латинского алфавита. 

I – 1  V – 5  X – 10  L – 50  C – 100  D – 500  M – 1000 

Для записи чисел в римской системе используются два правила:  

1) каждый меньший знак, поставленный слева от большего, вычитается из него; 

2) каждый меньший знак, поставленный справа от большего, прибавляется к нему. 

III = 1+1+1=3  IV = -1+5 = 4  VI = 5+1 =6 

XL = –10+50 = 40  LX = 50+10 = 60  XC = –10+100 = 90 

CIX =100–1+10 = 109  MCMXCVIII = 1000–100+1000-10+100+5+1+1+1=1998 

Представление о системах счисления.

Система счисления (далее СС) - совокупность приемов и правил для записи чисел цифровыми знаками.

Наиболее известна десятичная СС, в которой для записи чисел используются цифры 0,1,:,9. Способов записи чисел цифровыми знаками существует бесчисленное множество. Любая предназначенная для практического применения СС должна обеспечивать:

· возможность представления любого числа в рассматриваемом диапазоне величин;

· единственность представления (каждой комбинации символов должна соответствовать одна и только одна величина);

· простоту оперирования числами;

В зависимости от способов изображения чисел цифрами, системы счисления делятся на непозиционные и позиционные. Непозиционной системой называется такая, в которой количественное значение каждой цифры не зависит от занимаемой ей позиции в изображении числа (римская система счисления). Позиционной системой счисления называется такая, в которой количественное значение каждой цифры зависит от её позиции в числе (арабская система счисления). Количество знаков или символов, используемых для изображения числа, называется основанием системы счисления.
Позиционные системы счисления имеют ряд преимуществ перед непозиционными: удобство выполнения арифметических и логических операций, а также представление больших чисел, поэтому в цифровой технике применяются позиционные системы счисления. Запись чисел может быть представлена в виде
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, 
где A(D) - запись числа A в СС D;
Di - символ системы, образующие базу.

По этому принципу построены непозиционные СС.
В общем же случае системы счисления: A(B)=a1B1+a2B2 +...+anBn. Если положить, что Bi=q*Bi-1, а B1=1, то получим позиционную СС. При q=10 мы имеем дело с привычной нам десятичной СС. На практике также используют другие СС:

	q
	Название
	Цифры

	2
	двоичная
	0,1

	3
	троичная
	0,1,2

	8
	восьмеричная
	0,...,7

	16
	шестнадцатиричная
	0,...,9,A, ...,F


Каждая СС имеет свои правила арифметики (таблица умножения, сложения). Поэтому, производя какие-либо операции над числами, надо помнить о СС, в которой они представлены. Если основание системы q превышает 10, то цифры, начиная с 10, при записи обозначают прописными буквами латинского: A,B,...,Z. При этом цифре 10 соответствуею знак 'A', цифре 11 - знак 'B' и т.д. В таблице ниже приводятся десятичные числа от 0 до 15 и их эквивалент в различных СС:

В позиционной СС число можно представить через его цифры с помощью следующего многочлена относительно q:

A=a1*q0+a2*q1+...+an*qn (1)
Выражение (1) формулирует правило для вычисления числа по его цифрам в q-ичной СС. Для уменьшения количества вычислений пользуются т.н. схемой Горнера. Она получается поочередным выносом q за скобки:
A=(...((an*q+an-1)*q+an-2)*q+...)*q+a1
результат вычисления многочлена будет всегда получен в той системе счисления, в которой будут представлены цифры и основание и по правилам которой будут выполнены операции.
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Преобразование чисел из одной системы счисления в другую.

Правила перевода целых чисел
Результатом является целое число.
1. Из десятичной системы счисления - в двоичную и шестнадцатеричную: 
a. исходное целое число делится на основание системы счисления, в которую переводится (2 или 16); получается частное и остаток;

b. если полученное частное не делится на основание системы счисления так, чтобы образовалась целая часть, отличная от нуля, процесс умножения прекращается, переходят к шагу в). Иначе над частным выполняют действия, описанные в шаге а);

c. все полученные остатки и последнее частное преобразуются в соответствии с таблицей в цифры той системы счисления, в которую выполняется перевод;

d. формируется результирующее число: его старший разряд - полученное последнее частное, каждый последующий младший разряд образуется из полученных остатков от деления, начиная с последнего и кончая первым. Таким образом, младший разряд полученного числа - первый остаток от деления, а старший - последнее частное

Пример 3.1. Выполнить перевод числа 19 в двоичную систему счисления:
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Пример 3.2. Выполнить перевод числа 19 в шестнадцатеричную систему счисления: 
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Пример 3.3. Выполнить перевод числа 123 в шестнадцатеричную систему счисления:
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2. Из двоичной и шестнадцатеричной систем счисления - в десятичную. В этом случае рассчитывается полное значение числа по формуле.
Пример 3.4. Выполнить перевод числа 1316 в десятичную систему счисления. Имеем:
1316 = 1*161 + 3*160 = 16 + 3 = 19.
Таким образом, 1316 = 19.

Пример 3.5. Выполнить перевод числа 100112 в десятичную систему счисления. Имеем:
100112 = 1*24 + 0*23 + 0*22 + 1*21 + 1*20 = 16+0+0+2+1 = 19.
Таким образом, 100112 = 19.

3. Из двоичной системы счисления в шестнадцатеричную: 
a. исходное число разбивается на тетрады (т.е. 4 цифры), начиная с младших разрядов. Если количество цифр исходного двоичного числа не кратно 4, оно дополняется слева незначащими нулями до достижения кратности 4;

b. каждая тетрада заменятся соответствующей шестнадцатеричной цифрой в соответствии с таблицей

Пример 3.6. Выполнить перевод числа 100112 в шестнадцатеричную систему счисления. Поскольку в исходном двоичном числе количество цифр не кратно 4, дополняем его слева незначащими нулями до достижения кратности 4 числа цифр. Имеем:
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В соответствии с таблицей 00112 = 112 = 316 и 00012 = 12 = 116. 
Тогда 100112 = 1316.
4. Из шестнадцатеричной системы счисления в двоичную: 
a. каждая цифра исходного числа заменяется тетрадой двоичных цифр в соответствии с таблицей. Если в таблице двоичное число имеет менее 4 цифр, оно дополняется слева незначащими нулями до тетрады;

b. незначащие нули в результирующем числе отбрасываются.


Пример 3.7. Выполнить перевод числа 1316 в двоичную систему счисления.  По таблице имеем: 116 = 12 и после дополнения незначащими нулями 12 = 00012; 316 = 112 и после дополнения незначащими нулями 112 = 00112. Тогда 1316 = 000100112. После удаления незначащих нулей имеем 1316 = 100112.


Правила выполнения простейших арифметических действий
Правила выполнения основных арифметических операций в любой позиционной системе счисления подчиняются тем же законам, что и в десятичной системе. 

При сложении цифры суммируются по разрядам, и если при этом возникает переполнение разряда, то производится перенос в старший разряд. Переполнение разряда наступает тогда, когда величина числа в нем становится равной или большей основания системы счисления.

При вычитании из меньшей цифры большей в старшем разряде занимается единица, которая при переходе в младший разряд будет равна основанию системы счисления

Если при умножении однозначных чисел возникает переполнение разряда, то в старший разряд переносится число кратное основанию системы счисления. При умножении многозначных чисел в различных позиционных системах применяется алгоритм перемножения чисел в столбик, но при этом результаты умножения и сложения записываются с учетом основания системы счисления. 

Деление в любой позиционной системе производится по тем же правилам, как и деление углом в десятичной системе, то есть сводится к операциям умножения и вычитания.

Рассмотрим на примерах выполнение таких арифметических операций, как сложение, вычитание и умножение для целых чисел.
Правила сложения
	
	0
	1

	0
	0
	1

	1
	1
	10


Таблица сложения двоичных цифр имеет вид (желтым цветом выделены значения суммы):
Пример 1. Сложить двоичные числа 1101 и 11011.
Запишем слагаемые в столбик и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:
	номера разрядов:
	5
	4
	3
	2
	1

	слагаемые:
	
	1
	1
	0
	1

	
	1
	1
	0
	1
	1


       
Процесс образования суммы по разрядам описан ниже:
а) разряд 1: 12 + 12 = 102; 0 остается в разряде 1, 1 переносится в разряд 2;
б) разряд 2: 02 + 12 + 12 = 102, где вторая 12 – единица переноса; 0 остается в разряде 2, 1 переносится в разряд 3;
в) разряд 3: 12 + 02 + 12 = 102, где вторая 12 – единица переноса; 0 остается в разряде 3, 1 переносится в разряд 4;
г) разряд 4: 12 + 12 + 12 = 112, где третья 12 – единица переноса; 1 остается в разряде 4, 1 переносится в разряд 5;
д) разряд 5: 12 + 12 = 102; где вторая 12 – единица переноса; 0 остается в разряде 5, 1 переносится в разряд 6.
Таким образом:  1 1 0 12 +1 1 0 1 12 = 10 1 0 0 02.
Проверим результат. Для этого определим полные значения слагаемых и суммы:
11012 = 1*23 +1*22 + 0*21 + 1*20 = 8 + 4 + 1 = 13;
110112 = 1*24 + 1*23 + 0*22 + 1*21 + 1*20 = 16 + 8 + 2 + 1 = 27;
1010002 = 1*25 + 0*24 + 1*23 + 0*22 + 0*21 + 0*20 = 32 + 8 = 40.
Поскольку 13 + 27 = 40, двоичное сложение выполнено верно.
Таблица сложения некоторых шестнадцатеричных чисел имеет вид (обозначения строк и столбцов соответствуют слагаемым):
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	А
	В
	С
	D
	E
	F
	10

	0
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11

	2
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12

	3
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13

	4
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14

	5
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	6
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	7
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17

	8
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	9
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19

	A
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A

	B
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B

	C
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C

	D
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C
	1D

	E
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C
	1D
	1E

	F
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C
	1D
	1E
	1F

	10
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C
	1D
	1E
	1F
	20

	номера разрядов:
	2
	1

	слагаемые:
	1
	С

	
	7
	В


Пример 2. Сложить шестнадцатеричные числа 1С и 7В.
Запишем слагаемые в столбик и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:
     
Процесс образования результата по разрядам с использованием приведенной таблицы описан ниже :
а) разряд 1: С16 + В16 = 1716; 7 остается в разряде 1; 1 переносится в разряд 2;
б) разряд 2: 116 + 716 + 116 = 916, где вторая 116 – единица переноса.
Таким образом:  1 С16         +  7 В16 =  9 716.        
Проверим результат. Для этого определим полные значения слагаемых и результата:
1С16 = 1*161 + 12*160 = 16 + 12 = 28;
7В16 = 7*161 + 11*160 = 112 + 11 = 123;
9716 = 9*161 + 7*160 = 144 + 7 = 151.
Поскольку 28 + 123 = 151, сложение выполнено верно.
Правила вычитания
При вычитании используются таблицы сложения, приведенные ранее.
Пример 3. Вычесть из двоичного числа 101 двоичное число 11.
Запишем алгебраические слагаемые в столбик в порядке “уменьшаемое – вычитаемое” и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:
	номера разрядов:
	3
	2
	1

	уменьшаемое:
	1
	0
	1

	вычитаемое:
	
	1
	1


       
Процесс образования результата по разрядам описан ниже:
а) разряд 1: 12 – 12 = 02;
б) разряд 2: поскольку 0 < 1 и непосредственное вычитание невозможно, занимаем для уменьшаемого единицу в старшем разряде 3. Тогда разряд 2 результата рассчитывается как 102 – 12 = 12;
в) разряд 3: поскольку единица была занята в предыдущем шаге, в разряде 3 остался 0.
Таким образом:  1 0 12 - 1 12  =   1 02.
Проверим результат. Для этого определим полные значения слагаемых и результата. По таблице имеем:
1012 = 5; 112 = 3; 102 = 2.
Поскольку 5 – 3 = 2, вычитание выполнено верно.
Пример 4. Вычесть из шестнадцатеричного числа 97 шестнадцатеричное число 7В.
	номера разрядов:
	2
	1

	уменьшаемое:
	9
	7

	вычитаемое:
	7
	В


Запишем алгебраические слагаемые в столбик в порядке “уменьшаемое – вычитаемое” и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:
                
Процесс образования результата по разрядам описан ниже:
а) разряд 1: поскольку 716 < В16 и непосредственное вычитание  невозможно, занимаем для уменьшаемого единицу в старшем разряде 2. Тогда 1716 – В16 = С16;
б) разряд 2: поскольку единица была занята в предыдущем шаге, разряд 2 уменьшаемого стал равным 816. Тогда разряд 2 результата рассчитывается как 816 – 716 = 116.
Таким образом:  9 716 - 7 В16 = 1 С16.
Для проверки результата используем данные из примера 2.
Таким образом, вычитание выполнено верно.
Правила умножения
	
	0
	1

	0
	0
	0

	1
	0
	1


Таблица умножения двоичных цифр приведена ниже (обозначения строк и столбцов соответствуют слагаемым):
	номера разрядов:
	3
	2
	1

	сомножители:
	1
	0
	1

	
	
	1
	1


Пример 5. Перемножить двоичные числа 101 и 11.
Запишем множители в столбик и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:
Процесс образования результата по шагам умножения множимого на каждый разряд множителя с последующим сложением показан ниже:
а) умножение множимого на разряд 1 множителя дает результат: 1012 * 12 = 1012;
б) умножение множимого на разряд 2 множителя дает результат: 1012 * 12 = 1012 ;
	слагаемые:
	
	1
	0
	1

	
	1
	0
	1
	

	сумма:
	1
	1
	1
	1


в) для получения окончательного результата складываем результаты предыдущих шагов:
       
Для проверки результата найдем полные значения сомножителей и произведения (см. таблицу):
1012 = 5; 112 = 3; 11112 = 15.
Поскольку 5 * 3 = 15, умножение выполнено верно: 1012 * 112 = 11112.
Пример 6. Перемножить шестнадцатеричные числа 1С и 7В.
Используем таблицу умножения шестнадцатеричных чисел (обозначения строк и столбцов соответствуют слагаемым):
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	2
	0
	2
	4
	6
	8
	A
	C
	E
	10
	12
	14
	16
	18
	1A
	1C
	1E

	3
	0
	3
	6
	9
	C
	F
	12
	15
	18
	1B
	1E
	21
	24
	27
	2A
	2D

	4
	0
	4
	8
	C
	10
	14
	18
	1C
	20
	24
	28
	2C
	30
	34
	38
	3C

	5
	0
	5
	A
	F
	14
	19
	1E
	23
	28
	2D
	32
	37
	3C
	41
	46
	4B

	6
	0
	6
	C
	12
	18
	1E
	24
	2A
	30
	36
	3C
	42
	48
	4E
	54
	5A

	7
	0
	7
	E
	15
	1C
	23
	2A
	31
	38
	3F
	46
	4D
	54
	5B
	62
	69

	8
	0
	8
	10
	18
	20
	28
	30
	38
	40
	48
	50
	58
	60
	68
	70
	78

	9
	0
	9
	12
	1B
	24
	2D
	36
	3F
	48
	51
	5A
	63
	6C
	75
	7E
	87

	A
	0
	A
	14
	1E
	28
	32
	3C
	46
	50
	5A
	64
	6E
	78
	82
	8C
	96

	B
	0
	B
	16
	21
	2C
	37
	42
	4D
	58
	63
	6E
	79
	84
	8F
	9A
	100

	C
	0
	C
	18
	24
	30
	3C
	48
	54
	60
	6C
	78
	84
	90
	9C
	108
	114

	D
	0
	D
	1A
	27
	34
	41
	4E
	5B
	68
	75
	82
	8F
	9C
	109
	116
	123

	E
	0
	E
	1C
	2A
	38
	46
	54
	62
	70
	7E
	8C
	9A
	108
	116
	124
	132

	F
	0
	F
	1E
	2D
	3C
	4B
	5A
	69
	78
	87
	96
	100
	114
	123
	132
	141


	номера разрядов:
	2
	1

	сомножители:
	1
	С

	
	7
	В


Запишем множители в столбик и пронумеруем разряды, присвоив младшему разряду номер 1:
Процесс образования результата по шагам умножения множимого на каждый разряд множителя с последующим сложением показан ниже (для простоты записи у чисел не показан атрибут шестнадцатеричной системы счисления):
а) умножение на разряд 1 дает результат:
1С*В = (10+C) * B = 10*B+C*B = (1*B)*10+C*B = B0+84 = 134;
б) умножение на разряд 2 дает результат:
1С*70 = (10+C)*7*10 = 10*7*10+C*7*10 = 700+540 = С40;
в) для получения окончательного результата складываем результаты предыдущих шагов:
134+ С40 = D74.
Для проверки результата найдем полное значение сомножителей и произведения, воспользовавшись результатами примера 2 и правилами формирования полного значения числа:
1С16 = 28; 7В16 = 123;
D7416 = 13*162 + 7*161 + 4*160 =  3444.
Поскольку 28 * 123 = 3444, умножение выполнено верно: 1С16 * 7В16 = D7416.
Тема 1.10. Элементы теории вероятностей и математической статистики
Комбинаторика изучает количество соединений, подчиненных определенным условиям, которые можно составить из элементов, безразлично какой природы, заданного конечного множества. 

Произведение всех натуральных чисел от единицы до п обозначают символом п! (Читается «эн – факториал»). Используя знак факториала, можно, например, записать:
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Перестановками называют соединения, состоящие из одних и тех же п различных элементов и отличающиеся только порядком их расположения. Число всех возможных перестановок
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  – факториал числа  [image: image16.wmf]n

.

Заметим, что удобно рассматривать 0! полагая, по определению, [image: image17.wmf]1
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Пример 1: Сколько трехзначных чисел можно составить из 1, 2, 3, если каждая цифра входит в изображение числа только один раз?

Решение: Искомое число трехзначных чисел
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Размещениями называют соединения, составленные из п различных элементов по к элементам, которые отличаются либо составом элементов, либо их порядком. Число всех возможных размещений
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Пример 2: сколько можно составить сигналов из 6 флажков различного цвета, взятых по 2?

Решение: Искомое число сигналов
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Размещения учитывают порядок следования предметов. Так, например, наборы <2,1,3> и <3,2,1> являются различными, хотя состоят из одних и тех же элементов {1,2,3}.

Сочетаниями называют соединения, составленные из п различных элементов по к элементам, которые отличаются хотя бы одним элементом. Число сочетаний
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Пример 3: Сколькими способами можно выбрать две детали из ящика, содержащего 10 деталей?

Решение: Искомое число способов
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Свойства сочетаний
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Предмет теории вероятностей.

Наблюдаемые нами события (явления) можно подразделить на следующие три вида: достоверные, невозможные и случайные.

Достоверным называют событие, которое обязательно произойдет, если будет осуществлена определённая совокупность условий S.

Пример 4: если в сосуде содержится вода при нормальном атмосферном давлении и температуре [image: image26.wmf]o

20

, то событие «вода в сосуде находится в жидком состоянии» есть достоверное.

Невозможным называют событие, которое заведомо не произойдет, если будет осуществлена определённая совокупность условий S.

Пример 5: 
Событие «вода в сосуде находится в твердом состоянии» заведомо не произойдет, если будет осуществлена совокупность условий предыдущего примера.

Случайным называют событие, которое при осуществлении совокупности условий S может либо произойти, либо не произойти.

Пример 6: если брошена монета, то она может упасть так, что сверху будет либо герб, либо надпись.
Достаточно большое число однородных случайных событий независимо от их конкретной природы подчиняется определенным закономерностям, а именно вероятностным закономерностям. Установлением этих закономерностей и занимается теория вероятностей.

Предметом теории вероятностей является изучение вероятностных закономерностей массовых однородных случайных событий.

Событие рассматривается как результат испытания.

События называют несовместными, если появление одного из них исключает появление других событий в одном и том же испытании. 

Пример 7: Брошена монета. Появление «герба» исключает появление надписи. События «появился герб» и «появилась надпись» – несовместные.

Несколько событий образуют полную группу, если в результате испытания появилось хотя бы одно из них. Другими словами, появление хотя бы одного из событий полной группы есть достоверное событие.

Вероятностью события А называют отношение числа благоприятствующих этому событию исходов к общему числу всех равновозможных несовместных элементарных исходов, образующих полную группу. Итак, вероятность события А определяется формулой
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Данное определение вероятности события называют классическим определением, число m называют числом благоприятных исходов, а число n – числом всех исходов. 

Вероятность достоверного события равна единице.
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Вероятность невозможного события равна нулю.
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Вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между нулем и единицей.
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Итак, вероятность любого события удовлетворяет двойному неравенству
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Пример 8: Набирая номер телефона, абонент забыл одну цифру и выбрал ее наудачу. Найти вероятность того, что выбрана нужная цифра.

Решение: обозначим через А событие – набрана нужная цифра.  Абонент мог набрать любую из 10 цифр, поэтому общее число возможных элементарных исходов равно 10. Эти исходы несовместны, равновозможны и образуют полную группу. 

Благоприятствует событию А лишь один исход (нужная цифра лишь одна). Искомая вероятность равна отношению числа исходов, благоприятствующих событию, к числу всех элементарных исходов:
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Относительная частота

Относительной частотой события называют отношение числа испытаний, в которых событие появилось, к общему числу фактически произведенных испытаний.

Таким образом, относительная частота события [image: image33.wmf]А

 определяется формулой
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где  т – число появлений события, п – общее число испытаний.

Данное определение вероятности события называют статистическим определением. 

Таким образом, классическую вероятность вычисляют до опыта, а статистическую (относительную частоту) – после опыта.

Пример 9: По цели произвели 24 выстрела, причем было зарегистрировано 19 попаданий. Относительная частота поражения цели
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Операции над событиями

[image: image79.emf]Суммой двух событий А и В называется событие С (рис. 1.), заключающееся в осуществлении во время единичного испытания или события А, или события В, или обоих событий А и В одновременно (обозначается [image: image36.wmf]В
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События называются противоположными, если в условиях испытания они, являясь его исходами, несовместны.

Событие, противоположное событию [image: image38.wmf]А

(то есть не наступление события [image: image39.wmf]А

), обозначают [image: image40.wmf]А

. Сумма вероятностей двух противоположных событий равна единице:

[image: image41.wmf](

)

(

)

.

1

=

+

A

P

A

P


Произведением двух событий А и В называется событие С (рис. 2.), которое заключается в одновременном осуществлении обоих событий А и В во время единичного испытания (обозначается [image: image42.wmf]В
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 или [image: image43.wmf]В

А

С

Ç

=

). 

              Теорема сложения вероятностей несовместных событий. Вероятность появления одного из нескольких попарно несовместных событий, безразлично какого, равна сумме вероятностей этих событий:
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Теорема сложения вероятностей совместных событий. Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления:

[image: image45.wmf](

)

(

)

.

)

(

)

(

AB

P

B

P

A

P

B

A

P

-

+

=

+


Вероятность наступления события [image: image46.wmf]А

, вычисленная в предположении, что событие [image: image47.wmf]В

 уже произошло, называется условной вероятностью события [image: image48.wmf]А

 при условии [image: image49.wmf]В

 и обозначается [image: image50.wmf](
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События [image: image51.wmf],...
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 называются независимыми в совокупности, если вероятность каждого из них не меняется в связи с наступлением или не наступлением других событий по отдельности или в любой их комбинации. 

Если [image: image52.wmf]A

 и [image: image53.wmf]B

 – независимые события, то
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Пример 10: найти вероятность того, что наудачу взятое двузначное число окажется кратным либо 3, либо 5, либо тому и другому одновременно.

Решение: пусть [image: image55.wmf]А

  – событие, состоящее в том, что наудачу взятое число окажется кратным 3, а [image: image56.wmf]В

 – в том, что оно кратно 5. Найдем [image: image57.wmf](
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 Так как [image: image58.wmf]А

 и [image: image59.wmf]В

 совместные события, то воспользуемся формулой:

[image: image60.wmf](

)

(

)

.

)

(

)

(

AB

P

B

P

A

P

B

A

P

-

+

=

+


Всего имеется 90 двузначных чисел: 10, 11, …, 98, 99. Из них 30 являются кратными 3 (благоприятствуют наступлению события [image: image61.wmf]А

); 18 – кратными 5 (благоприятствуют наступлению события [image: image62.wmf]В

) и 6 – кратными одновременно 3 и 5 (благоприятствуют наступлению события [image: image63.wmf]AB

).

Таким образом, [image: image64.wmf]3
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Теорема умножения вероятностей независимых событий. Вероятность совместного появления двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий:

[image: image68.wmf](

)

(

)

(

)

B

P

A

P

AB

P

×

=

.

Вероятность появления нескольких событий, независимых в совокупности, вычисляется по формуле

[image: image69.wmf](
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Теорема умножения вероятностей зависимых событий. Вероятность совместного появления двух зависимых событий равна произведению одного из них на условную вероятность второго:
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Пример 11: в одной урне находятся 4 белых и 8 черных шаров, в другой – 3 белых и 9 черных. Из каждой урны вынули по шару. Найти вероятность того, что оба шара окажутся белыми.

Решение: пусть [image: image71.wmf]-

А

появление белого шара из первой урны, а [image: image72.wmf]-

В

появление белого шара из второй урны. Очевидно, что события [image: image73.wmf]А

 и [image: image74.wmf]В

 независимы. Найдем [image: image75.wmf]3
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