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Ход урока

1. Изучить новый материал.

2. Сделать краткий конспект.

3. На проверку сдавать ничего не надо!!!

Действия над целыми неотрицательными числами.

Сложение 
Сложение целых неотрицательных чисел связано с объединением конечных непересекающихся множеств. Например, если множество А содержит 5 элементов, а множество В -  4 элемента и пересечение множеств А и В пусто, то число элементов в их объединении равно сумме 5+4.

Теорема. Пусть А и В — конечные множества, не имеющие общих элементов. Тогда их объединение тоже конечно, причем п(А(В)=п(А) +п(В).

Доказательство. Докажем сначала, что если а и b - натуральные числа, то существует взаимно однозначное отображение отрезка нату​рального ряда Nb на множество Х таких чисел, что а + 1 ( х ( а + b. Действительно, если поставить в соответствие числу с( Nb  число с + а, то в силу монотонности сложения этим будет задано взаимно однозначное отображение отрезка Nb   на множество X. 

Например, если а = 3, b = 5, то соответствие между множествами N5 и Х={4,5,6,7, 8} может быть установлено так: числу с ( N5  сопоставим число х=3 + с: числу 1 - число 3 + 1 = 4, числу 2 - число 3 + 2 = 5 и т.д., числу 5 - число 3+5=8.

Пусть n(А) = а, n(В) = b.  Тогда существуют взаимно однозначные отображения А на Nа и В на Nb. Но, согласно доказанному выше, отрезок Nb  можно взаимно однозначно отобразить на множество Х таких чисел, что а + 1 ( х ( а + b. Тем самым множество В взаимно однозначно отображается на Х. Отображая взаимно однозначно множество А на Nа, множество В - на X, получаем взаимно однозначное отображение множества А ( В на отрезок Nа+b. Поскольку нет элементов, одновременно принадлежащих А и В, то это отображение определено на всем множестве А ( В. Значит, в множестве А ( В имеется а + b элементов, что и требовалось доказать.

Из рассмотренной теоремы следует, что с теоретико-множественных позиций сумма натуральных чисел а и b  представляет собой число элементов в объединении конечных непересекающихся множеств А и В таких, что а = п(А), b = п(В): а + b  =  n(А) + n(В) = n(А ( В),  если А (В = (.

Выясним теперь, каков теоретико-множественный смысл равенства а+0=а. Если а = n(А), 0 = n((), то, согласно теореме, а + 0 = n(А) + n(() = n(А ( (). Но, как известно, А  ( ( = А, следовательно, n(А ( () = n(А), откуда а + 0 = а.

Взаимосвязь сложения целых неотрицательных чисел и объединения множеств позволяет истолковать с теоретико-множественных позиций известные свойства сложения. Так, коммутативность сложения связана с тем, что для любых множеств А и В выполняется равенство А ( В = = В ( А. Действительно, если       а =n(А), b = n(В) и А ( В =(,то а + b = = n(А ( В) = n(В ( А) = b  + а.

Аналогично можно показать, что ассоциативность сложения вытекает из равенства: (А (  В) (  С = А (  (В (  С). Действительно, если а =n (А), b = n (В), с=n(С) и А(В=(, А(С=(, В(С=(, 

то (а+b)+с=n((А(В)(С)=n(А((В(С))=n(А)+n(В(С)=а +(b +с).

Взаимосвязь сложения целых неотрицательных чисел и объединения множеств позволяет обосновывать выбор действий при решении текстовых задач определенного вида. Выясним, например, почему следую​щая задача решается при помощи сложения: «Катя нашла 3 гриба, а Маша - 4. Сколько всего грибов нашли девочки?» 

В задаче рассматриваются три множества: множество А грибов Кати, множество В грибов Маши и их объединение. Требуется узнать число элементов в этом объединении, а оно находится сложением. Так как п(А) = 3, n(В) = 4 и А(В=(, то n(А ( В) = 3 + 4. Сумма 3 + 4 - это математическая модель данной задачи. Вычислив значение этого выражения, получим ответ на вопрос задачи: 3+4=7. Следовательно, девочки нашли 7 грибов.

Вычитание
В аксиоматической теории вычитание натуральных чисел определено как операция, обратная сложению: а – b = с ( (( с(() b  + с  = а.

Вычитание целых неотрицательных чисел определяется аналогично. Выясним, каков смысл разности таких чисел, если а = n(А), b = n(В).
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Теорема. Пусть А - конечное множество и В - его собственное подмножество. Тогда множество А\В тоже конечно, причем выполняется равенство п(А\В) = п(А) -п(В).

Доказательство. Так как по условию В - собственное подмножество множества А, то с помощью кругов Эйлера их можно представить так, как на рисунке. 

Разность А\В на этом рисунке заштрихована. Видим, что множества В и А\В не пересекаются и их объединение равно А. Поэтому число элементов в множестве А можно найти формуле n(А) = n(В) +n(А\В), откуда, по определе​нию вычитания как операции, обратной сложению, получаем, что n(А\В) =n(А) - n(В).

Из рассмотренной теоремы следует, что с теоретико-множественных позиций разность натуральных чисел а и b представляет собой число элементов в дополнении множества В множества А, если а = n(А), b = n(В) и В ( А: 

а-b=n(А)-n(В)=n(А\В), если В ( А.

Аналогичное истолкование получает вычитание нуля, а также вычитание а из а. 
Так как А\0 =А, А\А =0, то а-0=а и а-а=0.

Взаимосвязь вычитания чисел и вычитания множеств позволяет обосновать выбор действия при решении текстовых задач. Выясним, например, почему следующая задача решается при помощи вычитания: «У школы росло 7 деревьев, из них 4 березы, остальные липы. Сколько лип росло у школы?»

В задаче рассматриваются три множества: множество А всех деревьев; множество В берез, оно является подмножеством множества А; и множество С лип - оно представляет собой дополнение множества В до А. В задаче требуется найти число элементов в этом дополнении. Так как по условию n(А) = 7, n(В) = 4 и В ( А, то n(С) = n(А\В) = = n(А) - n(В) = 7- 4. Разность 7 - 4 - это математическая модель данной задачи. Вычислив значение этого выражения, получим ответ на вопрос задачи: 7 - 4=3. Следовательно, у школы росло 3 липы.

Рассматриваемый подход к сложению и вычитанию целых неотрицательных чисел позволяет истолковать с теоретико-множественных позиций правила вычитания числа из суммы и суммы из числа.

Выясним, например, теоретико-множественный смысл правила:

«Если а, b, с - натуральные числа и а > с, то (а + b ) - с = (а - с) + b».

Пусть А, В и С - такие множества, что n(А) = а, n(В) = b  и А ( В = (,  С ( А (См. рисунок). 

Нетрудно доказать, что для данных множеств А, В и С имеет место равенство (А ( В)\С = (А\С) ( В. Но n((А (В)\С) = = n(А ( В) - n(С) = (а + b) - с, а n((А\С) (В) = n(А\С) + n(В) = (а - с) + b. И следовательно, (а + b ) - с = (а - с) + b, если а > с.

С теоретико-множественной позиции можно рассмотреть и смысл отношений «больше на» и «меньше на».

В аксиоматической теории определение отношения «меньше на» («больше на») естественным образом вытекает из определения отношения «меньше». Действительно, из того, что а < b тогда и только тогда, когда существует такое натуральное число с, что а + с = b, имеем, что «а меньше b  на с» или «b  больше а на с».

Если а = n(А), b = n(В) и установлено, что а < b, то, исходя из теоретико-множественного смысла отношения «меньше», в множестве В можно выделить собственное подмножество В1, равномощное множеству А, и непустое множество В\В1. Если число элементов в множестве В\В1 обозначить через с (с ( 0), то в множестве В будет столько же элементов, сколько их в А, и еще с элементов:    n(В) = n(В) + n(В\В1) или b  = а + с, что означает, что «а меньше b на с» (или «больше а на с»).

Итак, с теоретико-множественной точки зрения «а меньше b  на с» (или «b больше а на с») означает, что если а = п (А), b = п(В), то в множест​ве В содержится столько элементов, сколько их в А, и еще с элементов.
Так как с = n(В\В1), где В1 ( В, n(В) = b, n(В1 ) = а, то, по определению разности, с = а - b. Следовательно, чтобы узнать, на сколько одно число меньше или больше другого, надо из большего числа вы​честь меньшее.
Взаимосвязь действий над множествами с действиями над числами, теоретико-множественный смысл отношений «меньше на» и «больше на» позволяют обосновывать выбор действий при решении задач с этими отношениями.

Рассмотрим, например, такую задачу: «На столе 5 чашек, а ложек на 2 больше. Сколько на столе ложек?» Легко видеть, что она решается при помощи сложения. Почему?

В задаче речь идет о двух множествах: множестве чашек (А) и множестве ложек (В). Известно, что в первом множестве 5 элементов, т.е. n(А) = 5. Число элементов во втором множестве требуется найти при условии, что в нем на 2 элемента больше, чем в первом. Отношение «больше на 2» означает, что в множестве В элементов столько же, сколько их в А, и еще 2 элемента (См. рис.). 

                      А


                       В1                                       В\В1
                                      В                            

Применимо к тем множествам, о которых идет речь в задаче, это означает, что ложек на столе столько же, сколько чашек, и еще 2. Используя правило подсчета элементов в объединении непересекающихся множеств, получаем: n(В) = n(В1) + n(В\В1) = 5+2. Так как 5 + 2 = 7, то получим ответ на вопрос задачи: на столе 7 ложек.

Рассмотрим еще одну задачу: «На столе 5 чашек, а ложек на 2 меньше. Сколько на столе ложек?» Выясним, почему она решается при помощи вычитания.

В задаче речь идет о двух множествах: множестве чашек (А) и мно​жестве ложек (В). Известно, что в первом множестве 5 элементов, т.е. n(А) = 5. Число элементов во втором множестве надо найти при условии, что в нем на 2 элемента меньше, чем в первом. Отношение «меньше на 2» означает, что в множестве В элементов столько же, сколько их в А, но без двух (См. рис.).

…………………………….  А

                                  А1               А\А1
                                 В                           

Применимо к тем множествам, о которых идет речь в задаче, это означает, что ложек на столе столько же, сколько чашек, но без двух. Таким образом, n(В) = n(А1) = = n(А) - n(А \А1) = 5 - 2. Так как 5 - 2 = 3, то получим ответ на вопрос задачи: на столе 3 ложки.

Умножение 
Определение умножения натуральных чисел в аксиоматической теории основывается на понятии отношения «непосредственно следовать за» и сложении. В школьном курсе математики используется другое определение умножения, оно связано со сложением одинаковых слагаемых. Покажем, что оно вытекает из первого.

Теорема 4. Если b > 1, то произведение чисел а и b  равно сумме b  слагаемых, каждое из которых равно а.

Доказательство. Обозначим сумму b слагаемых, каждое из которых равно а, через а ( b. И, кроме того, положим, что а ( 1 = а. Тогда выражение а ( (b + 1) будет означать, что рассматривается сумма b + 1 слагаемого, каждое из которых равно а, т.е. а ( (b+ 1) = 
[image: image4.bmp]. Сумму а + а + …+ а + а можно представить в виде выражения (
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) +а, которое равно а ( b + а. Значит, операция а(b обладает теми же свойствами, что и умножение, определенное в аксиоматической теории, а именно,  а ( 1 = а и а ( (b + 1) = а ( b + а. В силу единственности умножения получаем, что a ( b = а ( b.

Итак, если а и b - натуральные числа и b > 1, то произведение а ( b можно рассматривать как сумму b слагаемых, каждое из которых равно а.

Умножение на 1 определяется так: а ( 1 = а.

Если умножение рассматривается на множестве целых неотрица​тельных чисел, то к этим двум случаем надо добавить третий - опре​деление умножения на нуль: а( 0 = 0.

Таким образом, получаем следующее определение умножения целых неотрицательных чисел.

Определение. Если а, b - целые неотрицательные числа, то произведением а ( b  называется число, удовлетворяющее следующим условиям:
1) а ( b = 
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 , еслн b > 1;

2) а ( b  = а, если b  = 1;

3) а (  b  = 0, если b  = 0.

Случаю 1) этого определения можно дать теоретико-множественную трактовку. Если множества А1, А2, ..., Аb, имеют по а элементов каждое, причем никакие два из них не пересекаются, то их объединение А1 ( А2 ( ...( Аb , содержит а ( b элементов.

Таким образом, с теоретико-множественных позиций а ( b (b > 1) представляет собой число элементов в объединении b  множеств, каждое из которых содержит по а элементов и никакие два из них не пересекаются.
а ( b  =  п (А1 (  А2 ( ...(  Аb) , если п (А1) = п (А2) = ... = п (Аb ) = а и А1, А2, ..., Аb попарно не пересекаются.

Взаимосвязь умножения натуральных чисел с объединением равночисленных попарно непересекающихся подмножеств позволяет обосновывать выбор действия умножения при решении текстовых задач.

Рассмотрим, например, такую задачу: «На одно пальто пришивают 4 пуговицы. Сколько пуговиц надо пришить на 3 таких пальто?» Выясним, почему она решается при помощи умножения.

В задаче речь идет о трех множествах, в каждом из которых 4 элемента. Требуется узнать число элементов в объединении этих трех множеств. Если    n(А1) = n(А2) = n(А3) = 4, то n(А1 ( А2 ( А3) = n(А1) + n (А2) +  n(А3) = 4 + 4 + 4 = 4 (3. Произведение 4(3 является математической моделью данной задачи. Так как         4 (3 = 12, то получаем ответ на вопрос: на 3 пальто надо пришить 12 пуговиц.

Можно дать другое теоретико-множественное истолкование произведения целых неотрицательных чисел. Оно связано с понятием декартова произведения множеств.

Теорема 5. Пусть А и В - конечные множества. Тогда их декартово произведение также является конечным множеством, причем выполняется равенство: п(А(В) = п(А) ( п(В).

Доказательство. Пусть даны множества А = (а1, а2, ..., ап), В = (b1, b2, …, bk), 741 ,причем k > 1. Тогда множество А( В состоит из пар вида (аi, bj), где 1( i (n, 1 ( j ( k. Разобьем множество А ( В на такие подмножества А1, А2, ..., Аk, что подмножество Аj, состоит из пар вида (а1, bj), (а2, bj),…, (аn, bj).Число таких подмножеств равно k, т.е. числу элементов в множестве В. Каждое множество Аj  состоит из n пар, и никакие два из этих множеств не содержат одну и ту же пару. Отсюда следует, что число элементов в декартовом произведении А( В равно сумме k  слагаемых, каждое из которых равно n, т.е. произведению чисел n и k. Таким образом, равенство n(А( В) = n(А) ( n(В) доказано при k  > 1. При k  = 1 оно тоже верно, так как в этом случае В содержит один элемент, например, В = {b}, а тогда А ( В состоит из пар вида (а1, b), (а2,, b),…, (аn, b),число которых равно п. Поскольку n(А) = n,  n(В) = 1, то и в этом случае имеем: n(А( В) = n(А) ( n(В)= n(1=n.

При k = 0 данное равенство также верно, поскольку В =( и n(А(()=n(А) n(()=а(0=0.

Из рассмотренной теоремы следует, что с теоретико-множествен​ной точки зрения произведение а ( b целых неотрицательных чисел есть число элементов в декартовом произведении множеств А и В, таких, что п(А) = а, п(В) = b.

а ( b = п(А) ( п(В) = п(А ( В ).

Этот подход к определению умножения позволяет раскрыть теоретико-множественный смысл свойств умножения. Например, смысл равенства а(b = b(а состоит в том, что хотя множества А ( В и В ( А различны, они являются равномощными: каждой паре (а, b) из множе​ства А ( В можно поставить в соответствие единственную пару (b, а) из множества В ( А, и каждая пара из множества В ( А  сопоставляется только одной паре из множества А ( В. Значит, n(А ( В) = n(В ( А) и поэтому а ( b  = b ( а.

Аналогично можно раскрыть теоретико-множественный смысл ассоциативного свойства умножения. Множества А ( (В ( С) и (А ( В) ( С различны, но они являются равномощными: каждой паре (а, (b, с)) из множества    А ( (В ( С)  можно поставить в соответствие единственную пару ((а, b), с) из множества (А ( В) ( С, и каждая пара из множества А ( (В ( С)  сопоставляется единственной паре из множества (А ( В) ( С. Поэтому n(А((В(С)) = n((А( В)(С) и, следовательно, а(bс) = (а b)с.

Дистрибутивность умножения относительно сложения выводится из равенства А ( (В ( С) = (А ( В) ( (А ( С), а дистрибутивность умножения относительно вычитания - из равенства А((В \ С)= (А(В) \ (А(С).

В начальных курсах математики произведение целых неотрицательных чисел чаще всего определяют через сумму. Случаи а ( 1 = а и а ( 0 = 0 принимаются по определению.

Деление 
В аксиоматической теории деление определяется как операция, обратная умножению, поэтому между делением и умножением устанавливается тесная взаимосвязь. Если а( b  = с, то, зная произведение с и один из множителей, можно при помощи  деления найти другой множитель.

                  а( b  = с

 

а = с : b              b  = с : а

Выясним теоретико-множественный смысл полученных частных с : b и с : а. 

Произведение а( b  = с  с теоретико-множественной точки зрения представляет собой число элементов в объединении b  попарно непересекающихся множеств, в каждом из которых содержится а элементов, т.е.   с = а( b = n(А1 (  А2 ( ...(  Аb), где n(А1) = n(А2) = ... = n(Аb). Так как множества    А1, А2, ...,Аb  попарно не пересекаются, а при их объединении получается множество - назовем его А, - в котором с элементов, то можно говорить о разбиении множества А на равночисленные подмножества А1, А2, ...,Аb . Тогда частное с : а - это число подмножеств в разбиении множества А, а частное             с : b  - число элементов в каждом подмножестве этого разбиения.

Мы установили, что с теоретико-множественной точки зрения деление чисел оказывается связанным с разбиением конечного множества на равночисленные попарно непересекающиеся подмножества и с его помощью решаются две задачи: отыскание числа элементов в каждом подмножестве разбиения (деление на равные части) и отыскание числа таких подмножеств (деление по содержанию).

Таким образом, если а = п(А) и множество А разбито на попарно непересекающиеся равночисленные подмножества и если:

b  - число элементов в каждом подмножестве, то частное а : b  - это число таких подмножеств;

b  — число подмножеств, то частное а : b  - это число элементов в каждом подмножестве.

Взаимосвязь деления натуральных чисел с разбиением конечных множеств на классы позволяет обосновывать выбор действия деления при решении задач, например, такого вида: «12 карандашей разложи​ли в 3 коробки поровну. Сколько карандашей в каждой коробке?»

В задаче рассматривается множество, в котором 12 элементов. Это множество разбивается на 3 равночисленных подмножества. Требуется узнать число элементов в каждом таком подмножестве. Это число, как установлено выше, можно найти при помощи деления - 12:3. Вы​числив значение этого выражения, получаем ответ на вопрос задачи - в каждой коробке по 4 карандаша.

Если дана задача: «В коробке 12 карандашей, их надо разложить в коробки, по 3 карандаша в каждую. Сколько коробок понадобится?», - то для решения выбор действия деления можно обосновать следующим образом. Множество из 12 элементов разбивается на подмножества, в каждом из которых по 3 элемента. Требуется узнать число таких подмножеств. Его можно найти при помощи деления - 12:3. Вычислив значение этого выражения, получаем ответ на вопрос зада​чи - понадобится 4 коробки.

Используя теоретико-множественный подход к действиям над целыми неотрицательными числами, можно дать теоретико-множественное истолкование правила деления суммы на число: если частные а: с и b : с существуют, то             (а + b):с = а: с + b:с. Пусть а = n(А) и b = n(В), причем А ( В = (. Если множества А и В можно разбить на равночисленные подмножества, состоящие из с элементов каждое, то и объединение этих множеств допускает такое же разбиение. Если при этом множество А состоит из а : с подмножеств, а множество В - из b : с подмножеств, то А ( В состоит из а : с + b :с подмножеств. Это и значит, что         (а + b):с=а : с + b : с.

Аналогично проводятся рассуждения и в случае, когда с рассматривается как число равночисленных подмножеств в разбиении множеств А и В.

С теоретико-множественной точки зрения можно рассмотреть и смысл отношений «больше в» и «меньше в», с которыми младшие школьники встречаются при решении текстовых задач.

В аксиоматической теории определение этих отношений вытекает из определения деления натуральных чисел: если а : b  = с, то можно гово​рить, что «а больше b  в с раз» или что «b  меньше а в с раз». И чтобы узнать, во сколько раз одно число больше или меньше другого, надо большее число разделить на меньшее.

Если же а = nА), b  = n(В) и известно, что «а меньше b  в с раз», то поскольку а < b, то в множестве В можно выделить собственное подмножество, равномощное множеству А, но так как а меньше b в с раз, то множество В можно разбить на с подмножеств, равномощных множеству.

Так как с - это число подмножеств в разбиении множества В, содержащего b  элементов, а в каждом подмножестве - а элементов, то с = b  : а.

Теоретико-множественным смыслом отношения «а больше (меньше) b в с раз» можно воспользоваться при обосновании выбора действий при решении задач. Рассмотрим, например, такую задачу: «На участке растут 3 ели, а берез      в 2 раза больше. Сколько берез растут на участке?»

В задаче речь идет о двух множествах: множестве елей (А) и множестве берез (В). Известно, что n (А) = 3 и что в множестве В элементов в 2 раза больше, чем в множестве А. Требуется найти число элементов в множестве В, т.е. n (В).

Так как в множестве В элементов в 2 раза больше, чем в множестве А, то множество В можно разбить на 2 подмножества, равномощных множеству А (См. рисунок). Поскольку в каждом из подмножеств содер​жится по 3 элемента, то всего в множестве В будет 3+3 или 3 ( 2 элементов. Выполнив вычисления, получаем ответ на вопрос задачи: на участке растет 6 берез.

                               А


                                                   В

Теоретико-множественное истолкование можно дать и делению с остатком. Напомним, что разделить натуральное число а на нату​ральное число b  с остатком - это значит найти такие натуральные целые неотрицательные числа q  и  r, что      а = b q + r, где 0 ( r  < b.

Пусть а = n(А) и множество разбито на множества А1, А2, ...,Аq,R  так, что множества А1, А2, ...,Аq равночисленны, а множество R содержит меньше элементов, чем каждое из множеств А1, А2, ...,Аq. Тогда, если n(А1)=n(А2)=...=n(Аq), а n(R) = r, то а = b q + r, где 0 ( r  < b, причем число q  равночисленных множеств является неполным частным при делении а на b, а число элементов в R - остатком при этом делении.
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