Арифметические действия на множестве целых неотрицательных чисел
1. Определение суммы двух целых неотрицательных чисел.
2. Существование суммы, ее единственность.
3. Операция сложения на множестве целых неотрицательных чисел. Законы сложения: коммутативный и ассоциативный. Понятия суммы и сложения в начальном курсе математики.
4. Определение разности двух целых неотрицательных чисел. Условие существования разности, ее единственность.
5. Операция вычитания на множестве целых неотрицательных чисел. Связь вычитания со сложением. Понятия разности и вычитания в начальном курсе математики.
1. Определение суммы двух целых неотрицательных чисел.
Можно начать с задачи, которую решают первоклассники: Нина купила 3 тетради в линейку и 5 тетрадей в клетку. Сколько тетрадей купила Нина?
Чтобы решить эту задачу, естественно, нужно к множеству тетрадок в линейку добавить множество тетрадок в клетку, т. е. объединить эти непересекающиеся множества и подсчитать количество элементов в полученном множестве (3 + 5 = 8).
Рассмотрим общий случай. Пусть заданы два непересекающихся множества А и В таких, что n(A) = a, n(B) = b, а, b [image: image2.png]
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Операция нахождения суммы называется сложением, числа a и b – слагаемыми. Приведенное определение суммы двух целых неотрицательных чисел легко переносится на любое количество слагаемых, взяв n непересекающихся множеств. Но можно обойтись и без n множеств следующим образом:
a +b + c = (a + b) + c ;
a + b + c + d = ((a + b) + c) + d и т. д.
В начальном курсе математики сложение натуральных чисел проводится на основе практических заданий. Главным средством раскрытия понятия операции сложения является решение простых задач.
 Задача 2. Пользуясь определением суммы целых неотрицательных чисел, показать, что 4 + 2 = 6.
Решение. Возьмем два множества A = {a, b, c, d} и B = {m, k}, A  B  ,

AB = {a, b, c, d, m, k}, n(AB) = 6, 4 + 2 = 6.
2. Существование суммы, ее единственность.
Поскольку само определение суммы целых неотрицательных чисел еще не доказывает существования и единственности суммы, докажем следующую теорему.
Теорема существования и единственности суммы. Сумма двух целых неотрицательных чисел a и b всегда существует, и она единственна
(a + b = c – единственное число).
Доказательство. Существование суммы следует из существования объединения двух конечных множеств.
Докажем единственность. Пусть заданы два числа a, b [image: image5.png]


 N0. Данному числу а соответствует единственный класс равномощных конечных множеств, представителем которого будет множество А. Аналогично: числу b соответствует единственный класс равномощных множеств, представителем которого пусть будет множество В.
Объединение AB конечных множеств А и В, которые не имеют общих элементов, также будет представлять собой единственный класс равномощных множеств и ему соответствует единственное число с – численность этих множеств. Но число с (согласно определению суммы) является суммой чисел a и b. Таким образом, сумма a + b = c – единственное число.
3. Операция сложения на множестве целых неотрицательных чисел. Законы сложения: коммутативный и ассоциативный. Понятия суммы и сложения в начальном курсе математики.
1. Коммутативный закон Ɐ (a, b [image: image7.png]


 N0) (a + b = b + a). 
В школе коммутативный закон называется переместительным.
2. Ассоциативный закон Ɐ (a, b, c [image: image9.png]


 N0) (a + b) + c = a + (b + c) .
В XVII веке были введены в использование скобки, с помощью которых при письменных вычислениях указывался порядок выполнения действий. Скобки показывают, что заключенные в них числа следует рассматривать как одно число, которое необходимо предварительно найти, чтобы продолжать вычисление с числами, которые стоят за скобками.
3. Монотонность сложения Ɐ (a, b, c [image: image11.png]


 N0): 
а) если a = b, то a + с = b + c;
б) если a > b, то a + с > b + c.
4. Аддитивность сложения Ɐ (a, b, c, d [image: image13.png]


 N0): если (a = b) и (c=d), то а + c = b + d
(если к равным числам добавить равные числа, то их суммы будут равны).
5. Ɐ (a, b, c, d [image: image15.png]


 N0):
а) если (a = b) и (c < d), то а + c < b + d
(если к равным числам добавить неравные числа, то получим неравные суммы);
б) если (a < b) и (c < d), то а + c < b + d
(неравенства одинакового смысла можно почленно складывать).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВА
1. Коммутативный закон Ɐ (a, b [image: image17.png]


 N0) (a + b = b + a).
Доказательство. Пусть А и В – два непересекающихся множества, которые имеют соответственно a и b элементов (т. е. n(A) = a, n(B) = b). Из теории множеств известно, что объединение двух множеств подчиняется коммутативному закону (АВ = ВА), а равные множества равномощны, т. е. n(АВ) = n(ВА).
Поскольку множества А и В непересекающиеся, то:
[image: image38.png]



В школе коммутативный закон называется переместительным.
2. Ассоциативный закон Ɐ (a, b, c [image: image19.png]


 N0) (a + b) + c = a + (b + c)
Справедливость ассоциативного закона суммы следует из ассоциативного закона объединения множеств А (ВС)=(АВ)С.
Известно, что равные множества имеют одинаковое количество элементов:
	n((АВ)С) = n(АВ) + n(С) = (a + b) + c;
n(А (ВС)) = n(А) + n(ВС) = a + (b + c);

	отсюда (a+b) +c=a+(b+c).


Ассоциативный закон показывает, как можно сложить 3 числа. Для этого достаточно сложить два первых числа и к их сумме прибавить третье число или к одному числу прибавить сумму двух остальных.
Коммутативный и ассоциативный законы выполняются для любого количества слагаемых. При любой перестановке слагаемых и любой их группировке сумма не меняется:
24 + 148 + 56 + 32 = (24 + 56) + (148 + 32) = 80 + 180 = 260.
В XVII веке были введены в использование скобки, с помощью которых при письменных вычислениях указывался порядок выполнения действий. Скобки показывают, что заключенные в них числа следует рассматривать как одно число, которое необходимо предварительно найти, чтобы продолжать вычисление с числами, которые стоят за скобками.
3. Монотонность сложения Монотонность сложения Ɐ (a, b, c [image: image21.png]


 N0): 
а) если a = b, то a + с = b + c;

б) если a > b, то a + с > b + c.

Доказательство. а) Пусть а = n(А), b = n(B), с = n(С). Из условия a = b следует равномощность множеств А и В, а значит, множества АВ и ВС также равномощны. Поэтому 
	n(АВ)=n(ВС), 
n(А)+ n(В)=n(В)+n(С),
	отсюда a + с = b + c. (Равенство 3а доказано)


б) Поскольку a > b, то ⱻ k[image: image23.png]


N такое, что a = b + k. Далее, с учетом формулы (3а) имеем:
а + с = (b + k) + c = b + (k + c) = b + (c + k) = (b + c) + k, откуда по определению отношения «больше» следует: a + с > b + c.
4. Аддитивность сложения Аддитивность сложения Ɐ (a, b, c, d [image: image25.png]


 N0): если (a = b) и (c=d), то а + c = b + d (если к равным числам добавить равные числа, то их суммы будут равны). 

Доказательство. Действительно, если мощности двух множеств A и B, а также C и D равны между собой (n(A) = n(B), n(C) = n(D)), то два множества А и В, а также C и D будут относиться к одним классам равномощных множеств. Поэтому объединения АС и ВD будут относиться к одному классу равномощных множеств, т. е. n(АС) = n(ВD), или n(A) + n(С) = n(В) + n(D):
а + c = b + d.
5 Ɐ (a, b, c, d [image: image27.png]


 N0):

а) если (a = b) и (c < d), то а + c < b + d
(если к равным числам добавить неравные числа, то получим неравные суммы);

б) если (a < b) и (c < d), то а + c < b + d
(неравенства одинакового смысла можно почленно складывать).

Доказательство. а) Поскольку c < d, то ⱻ k[image: image29.png]


N такое, что c + k = d, отсюда на основании свойства 4 получим:
	a + (c + k) = b + d, 
(a + c) + k = b + d, 
	значит, a + c < b + d. 


б) Поскольку a < b, то ⱻ k[image: image31.png]


N такое, что a + k = b. Далее на основании свойства 5 получим:
	(a + k) + c < b + d, 
(a + c) + k < b + d, 
	значит, a + c < b + d. 


4. Определение разности двух целых неотрицательных чисел. Условие существования разности, ее единственность.
[image: image39.png]


Рассмотрим задачу, которую могут решить первоклассники. Ученики посадили на школьном участке 9 фруктовых деревьев – груш и яблонь. Груш посадили 4. Сколько было посажено яблонь? (Из множества всех деревьев нужно отнять подмножество груш).
Таким образом, вычитание целых неотрицательных чисел
связано с операцией вычитания из множества его подмножества.
Пусть дано конечное множество А и его подмножество В (В[image: image33.png]


А), которые имеют соответственно a и b элементов (n(A) = a, n(B) = b).
Определим количество элементов множества [image: image35.png](A\B) = B,





Поскольку объединение B (A\B) = A и множества B и (A\B) не пересекаются, то n(В) + n(А\B) = n(A), откуда n(A\В) = n(А) – n(В), т. е. c = a –b
Из полученных равенств следует определение операции вычитания двух целых неотрицательных чисел.
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



c = a –b

разность
уменьшаемое
вычитаемое
Другими словами, вычитание из числа а числа b – это такая операция, с помощью которой по сумме двух слагаемых (а) и одному из них (b) находится другое слагаемое c = a – b.

Можно дать и другое определение разности двух чисел.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Условие существования разности, ее единственность

!
Теорема существования разности. Разность a – b двух целых неотрицательных чисел a и b существует тогда и только тогда, когда b ≤ а.

!
Теорема единственности разности. Если разность двух целых неотрицательных чисел a и b существует, то она единственная.

5. Операция вычитания на множестве целых неотрицательных чисел. Связь вычитания со сложением. Понятия разности и вычитания в начальном курсе математики. 
Операция вычитания:
· не коммутативна: 8 – 3 ≠ 3 – 8;
· не ассоциативна: (7 – 3) – 2 ≠ 7 – (3 – 2).
Рассмотрим некоторые правила сложения и вычитания относительно трех целых неотрицательных чисел a, b, c.
1. Вычитание числа из суммы:
(a + b) – c = a + (b – c), если b ≥ c или (a + b) – c = (a – c) + b, если a ≥ c.
2. Вычитание суммы из числа:
a – (b + c) = (a – b) – c = (a – c) – b.
3. Сложение разности с числом:
(a – c) + b = (a + b) – c.
4. Сложение числа с разностью:
a + (b – c) = (a + b) – c.
5. Вычитание числа из разности:
(a – b) – c = a – (b + c) или (a – b) – c = (a – c) – b.

6. Вычитание разности из числа:
a – (b – c) = (a – b) + c = (a + c) – b, если a ≥ b. 
Например:
(5 + 4) – 2 = 9 – 2 = 7;
(5 + 4) – 2 = (5 – 2) + 4 = 3 + 4 = 7;

(5 + 4) – 2 = 5 + (4 – 2) = 5 + 2 = 7.
Домашнее задание: выучить определения, свойства и доказательства свойств

Определение. Суммой двух целых неотрицательных чисел а и b называется количество элементов объединения непересекающихся множеств А и В и таких, что n(A) = a, n(B) = b: 


a  bn  AB n(A)n(B)c , где n(A) = a, n(B) = b, A  B  .





n(АВ) = n(А) + n(В) = a + b;


n(ВА) = n(В) + n(А) = b + a;�
отсюда a + b = b + a.�
�
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BA = A \ B





Определение. Разностью чисел a и b (а, bN0) называется число сN0, которое выражает собой количество элементов дополнения множества В до множества А, мощности которых соответственно равны b и а:


c  n(� QUOTE � ���)  n(A \ B) .





Определение. Вычитанием числа b из числа а называется операция по нахождению такого числа с, которое в сумме с числом b дает число а (т. е. с + b = a). Число с называется разностью чисел a и b и обозначается:





Определение 2. Разностью a – b двух чисел a и b называется такое число с, которое в сумме с вычитаемым числом b дает уменьшаемое число а.









