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Тема: Понятия о производной функции.
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Инструкция для студентов:
1. Прочитайте текст лекции, законспектируйте основные положения. Выполнить письменно задания в конце лекции.
                                  Понятия о производной функции.

Поэтому в наше время, чтобы найти производную любой функции, не надо вычислять упомянутый выше предел отношения приращения функции к приращению аргумента, а нужно лишь воспользоваться таблицей производных и правилами дифференцирования. Для нахождения производной подходит следующий алгоритм.
       Чтобы найти производную, надо выражение под знаком штриха разобрать на составляющие простые функции и определить, какими действиями (произведение, сумма, частное) связаны эти функции. Далее производные элементарных функций находим в таблице производных, а формулы производных произведения, суммы и частного - в правилах дифференцирования. Таблица производных и правила дифференцирования даны после первых двух примеров.
Пример 1. Найти производную функции
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv142.gif].
Решение. Из правил дифференцирования выясняем, что производная суммы функций есть сумма производных функций, т. е.
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv143.gif].
Из таблицы производных выясняем, что производная "икса" равна единице, а производная синуса - косинусу. Подставляем эти значения в сумму производных и находим требуемую условием задачи производную:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv144.gif].
Пример 2. Найти производную функции
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv112.gif].
Решение. Дифференцируем как производную суммы, в которой второе слагаемое с постоянным множителем, его можно вынести за знак производной:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv113.gif]
Если пока возникают вопросы, откуда что берётся, они, как правило, проясняются после ознакомления с таблицей производных и простейшими правилами дифференцирования. К ним мы и переходим прямо сейчас.
[bookmark: paragraph1]Таблица производных простых функций
	1. Производная константы (числа). Любого числа (1, 2, 5, 200...), которое есть в выражении функции. Всегда равна нулю. Это очень важно помнить, так как требуется очень часто
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv07.gif]

	2. Производная независимой переменной. Чаще всего "икса". Всегда равна единице. Это тоже важно запомнить надолго
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv08.gif]

	3. Производная степени. В степень при решении задач нужно преобразовывать неквадратные корни.
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv14.gif]

	4. Производная переменной в степени -1
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv75.gif]

	5. Производная квадратного корня
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv76.gif]

	6. Производная синуса
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv77.gif]

	7. Производная косинуса
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv78.gif]

	8. Производная тангенса
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv79.gif]

	9. Производная котангенса
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv80.gif]

	10. Производная арксинуса
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv81.gif]

	11. Производная арккосинуса
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv82.gif]

	12. Производная арктангенса
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv83.gif]

	13. Производная арккотангенса
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv84.gif]

	14. Производная натурального логарифма
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv85.gif]

	15. Производная логарифмической функции
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv86.gif]

	16. Производная экспоненты
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv87.gif]

	17. Производная показательной функции
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv88.gif]


[bookmark: paragraph2]               Правила дифференцирования
	1. Производная суммы или разности
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv09.gif]

	2. Производная произведения
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv10.gif]

	2a. Производная выражения, умноженного на постоянный множитель
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv11.gif]

	3. Производная частного
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv12.gif]

	4. Производная сложной функции
	[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv001.gif]


Правило 1. Если функции
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image140.gif]
дифференцируемы в некоторой точке [image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image073_0002.gif], то в той же точке дифференцируемы и функции
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image143.gif]
причём
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/rules001.gif]                          
т.е. производная алгебраической суммы функций равна алгебраической сумме производных этих функций.
Следствие. Если две дифференцируемые функции отличаются на постоянное слагаемое, то их производные равны, т.е.
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/rules002.gif]                              
Правило 2. Если функции
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image149.gif]
и
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image151.gif]
дифференцируемы в некоторой точке [image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image073_0003.gif], то в то же точке дифференцируемо и их произведение
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image154.gif]
причём
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/rules003.gif]                     
т.е. производная произведения двух функций равна сумме произведений каждой из этих функций на производную другой. 
[bookmark: paragraphaa]Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за знак производной:
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/rules004.gif]                          
Следствие 2. Производная произведения нескольких дифференцируемых функций равна сумме произведений производной каждого из сомножителей на все остальные.
Например, для трёх множителей:
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/rules005.gif]                     
[bookmark: paragraphab]Правило 3. Если функции
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image149_0000.gif]
и
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image151_0000.gif]
дифференцируемы в некоторой точке [image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image073_0004.gif]и [image: https://function-x.ru/chapter6-1/derivative1_clip_image165.gif], то в этой точке дифференцируемо и их частное u/v , причём
[image: https://function-x.ru/chapter6-1/rules006.gif]                  
т.е. производная частного двух функций равна дроби, числитель которой есть разность произведений знаменателя на производную числителя и числителя на производную знаменателя, а знаменатель есть квадрат прежнего числителя.
Где что искать на других страницах
При нахождении производной произведения и частного в реальных задачах всегда требуется применять сразу несколько правил дифференцирования, поэтому больше примеров на эти производные - в статье "Производная произведения и частного функций".
Здесь же (далее) - более простые примеры на производную произведения и частного, на которых Вы увереннее освоите алгоритмы вычислений.
Замечание. Следует не путать константу (то есть, число) как слагаемое в сумме и как постоянный множитель! В случае слагаемого её производная равна нулю, а в случае постоянного множителя она выносится за знак производных. Это типичная ошибка, которая встречается на начальном этапе изучения производных, но по мере решения уже нескольких одно- двухсоставных примеров средний студент этой ошибки уже не делает.
А если при дифференцировании произведения или частного у вас появилось слагаемое u'v, в котором u - число, например, 2 или 5, то есть константа, то производная этого числа будет равна нулю и, следовательно, всё слагаемое будет равно нулю (такой случай разобран в примере 10).
Другая частая ошибка - механическое решение производной сложной функции как производной простой функции. Поэтому производной сложной функции посвящена отдельная статья. Но сначала будем учиться находить производные простых функций.
По ходу не обойтись без преобразований выражений. Для этого может потребоваться открыть в новых окнах пособия Действия со степенями и корнями и Действия с дробями.
Если Вы ищете решения производных дробей со степенями и корнями, то есть, когда функция имеет вид вроде [image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv164.gif], то следуйте на занятие "Производная суммы дробей со степенями и корнями".
Если же перед Вами задача вроде [image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv183.gif], то Вам на занятие "Производные простых тригонометрических функций".
[bookmark: paragraph3]Пошаговые примеры - как найти производную
Пример 3. Найти производную функции
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv114.gif].
Решение. Определяем части выражения функции: всё выражение представляет произведение, а его сомножители - суммы, во второй из которых одно из слагаемых содержит постоянный множитель. Применяем правило дифференцирования произведения: производная произведения двух функций равна сумме произведений каждой из этих функций на производную другой:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv115.gif]
Далее применяем правило дифференцирования суммы: производная алгебраической суммы функций равна алгебраической сумме производных этих функций. В нашем случае в каждой сумме второе слагаемое со знаком минус. В каждой сумме видим и независимую переменную, производная которой равна единице, и константу (число), производная которой равна нулю. Итак, "икс" у нас превращается в единицу, а минус 5 - в ноль. Во втором выражении "икс" умножен на 2, так что двойку умножаем на ту же единицу как производную "икса". Получаем следующие значения производных:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv116.gif]
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv117.gif]
Подставляем найденные производные в сумму произведений и получаем требуемую условием задачи производную всей функции:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv118.gif]
.
Пример 4. Найти производную функции
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv119.gif]
Решение. От нас требуется найти производную частного. Применяем формулу дифференцирования частного: производная частного двух функций равна дроби, числитель которой есть разность произведений знаменателя на производную числителя и числителя на производную знаменателя, а знаменатель есть квадрат прежнего числителя. Получаем:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv120.gif]
Производную сомножителей в числителе мы уже нашли в примере 2. Не забудем также, что произведение, являющееся вторым сомножителем в числителе в текущем примере берётся со знаком минус:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv121.gif]

Пример 5. Найти производную функции
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv122.gif]
Решение. В данной функции видим произведение, один из сомножителей которых - квадратный корень из независимой переменной, с производной которого мы ознакомились в таблице производных. По правилу дифференцирования произведения и табличному значению производной квадратного корня получаем:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv123.gif]
.
Пример 6. Найти производную функции
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv124.gif]
Решение. В данной функции видим частное, делимое которого - квадратный корень из независимой переменной. По правилу дифференцирования частного, которое мы повторили и применили в примере 4, и табличному значению производной квадратного корня получаем:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv125.gif]
Чтобы избавиться от дроби в числителе, умножаем числитель и знаменатель на [image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv126.gif]:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv127.gif]
.
Пример 7. Найти производную функции
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv30.gif].
Решение. Применяя правила вычисления производной алгебраической суммы функций, вынесения постоянного множителя за знак производной и формулу производной степени (в таблице производных - под номером 3), получим
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv31.gif].
Пример 8.Найти производную функции
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv89.gif]
Шаг1. Применяем правило дифференцирования суммы:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv90.gif]
Шаг2. Найдём производную первого слагаемого. Это табличная производная квадратного корня (в таблице производных - номер 5):
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv91.gif]
Шаг3. В частном знаменатель - также корень, только не квадратный. Поэтому преобразуем этот корень в степень:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv92.gif]
и далее дифференцируем частное, не забывая, что число 2 в первом слагаемом числителя - это константа, производная которой равна нулю, и, следовательно всё первое слагаемое равно нулю:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv93.gif]
Корень из константы, как не трудно догадаться, является также константой, а производная константы, как мы знаем из таблицы производных, равна нулю:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv94.gif],
а производная, требуемая в условии задачи:
[image: https://function-x.ru/deriv_theory/deriv95.gif]
Выполнить задания письменно:
Найти производную функцию:
а) f(x)= (x3(x – 2))
б) f(x) = x + 5
в) f(x) = ((2x – 3)(3x + 1))
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